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一 、“ 五 家 共和 儿 - 


大 家 在 上 初中 的 时 候 就 学 习 过 代数 方程 ， 例 各 -一 元 一 次 
方程 ， -一 苞 二 次 方 种 ， 二 元 一 次 方程 组 等 等 ， 这 些 方 者 和 | 方 
程 组 一 般 都 是 未 知 数 的 个 数 与 方程 式 的 个 数 相 等 。 然 而 ， 还 
有 一 类 方程 ， 这 类 方程 的 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 ， 解 这 类 方 
程 逢 往 就 比较 困难 ， 因 为 有 时 有 无 穷 多 组 解 。 我 们 把 这 一 类 
的 方程 叫做 不 定 方 穆 。 

例如 方 积 2x+3»=5 有 过 个 米 知 数 , 者 只 有 一 个 方程 。 
在 实数 范围 内 ， 对 于 变化 善 的 每 一 个 x 值 ， 可 以 出 英 系 式 ， 


y = - 3.x + 3 获得 对 应 的 销 秆 。 这 样 得 出 的 每 一 实数 对 


(xyy) 和 肆 是 方程 的 和解 ， 国 而 有 无 穷 组 解 。 : 

但 车 把 不 定 方程 的 解 跟 制 在 整数 或 正 整 数 范围 内 ， 这 样 
方程 的 解 就 具有 相对 的 稳定 性 。 如 上 面 这个 不 定 方 各 的 正 整 
数 解 就 只 有 x= 4141，y= 一 组 。 

一 般 我 们 把 不 定 旋 程 的 解 定义 征 坚 数 或 正 改 数 兴 围 内 ， 
下 面 点 此 苍 峙 介绍 一 些 不 定 方程 的 解法 ， 

不 定 方 程 已 有 很 您 入 的 历史 ， 在 我 国 最 民 的 几 部 束 学 党 
作 饼 算 经 十 书 » 中 就 有 狂人 旭 。 如 区 妃 茧 工 术 3》 中 束 有 这 样 的 
题目 ， 现 在 流传 下 来 的 《 泌 章 贤 术 2》 是 会 元 263 年 刘 徽 编 加 


的 ， 其 中 “于 家 共 间 ”一 - 题 是 我 国 最 古老 的 不 定 上 方程 问题 之 
一 。 题 意 是 这 样 的 : 

有 无 家 合用 一 口舌 ， 没 取 井 水 的 绳子 各 家 不 一 样 长 。 井 
很 深 ， 甲 家 绳子 长 度 的 二 倍 膛 差 -- 截 ， 差 的 一 蕉 正好 等 于 乙 
家 的 强 长 。 但 乙 家 的 绳子 旗 到 并 里 去 荆 得 更 和 多， 已 家 绳 长 的 
关 伴 还 益 一 截 ， 这 一 吉 让 好 等 也 西 家 的 强 长 。 丙 家 的 绳子 更 
得 ， 强 长 的 四 们 还 差 一 规 ， 这 一 截 协 等 于 于 宗 的 绳 长 。 丁 家 
强 长 的 五 倍 还 差 一 规 ， 这 一 截 佑 巧 等 于 成 家 的 强 长 。 皮 家 的 
绳 最 短 ， 帮 到 井 里 去 ， 强 长 的 六 倍 还 差 一 规 ， 这 一 截 正 巧 等 
于 四 家 的 强 长 ， 问 井深 多 少 ? 又 各 家 的 绳子 长 是 多 少 ? 

这 里 有 六 个 未 知 数 ， 却 具有 五 个 方程 可 列 。 

些 外 在 * 算 经 十 书 3 中 的 《种子 算 经》 和 <《 张 土建 算 
经 》 里 也 有 这 类 问题 的 记载 ， 并 对 解答 的 方 灶 作 了 研究 ， 如 
《 耳 隆 算 经 》 着 下 所 载 的 “ 求 一 术 ”。 《孙子 算 经 》 著 作 年 
代 已 无 从 考查 ， 大 约 是 第 三 世纪 。 所 载 问题 是 ， 

分 有 物 不 知 基数， 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 七 
类 之 剩 二 ， 问 物 几 何 ? 

根据 迹 个 题目 ， 如 果 庶 物 的 数 利 为 训 ， 则 列 出 的 方程 有 


一 


|s 
N=3at 2 
| 3 (WY ,0.5,v 都 是正 整 禾 )》 
N=70+ 2 


四 个 求知 数 六， qs bce, 项 只 有 三 个 方程 ， 是 为 不 定 方 
程 。 
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《孙子 算 经 》 上 所 载 的 解法 是 ，“ 三 三 数 之 剩 二 ， 置 一 
百 四 十 。 五 五 数 之 剩 三 ， 半 六 十 三 。 七 七 数 之 剩 二 ， 置 三 
十 。 并 之 得 二 百 三 十 三 ， 以 二 百 十 减 之 即 得 。” 管 案 是 “有 
物 二 十 三 ” 

《孙子 算 经 》 的 这 种 算法 曾 被 编 成 诗歌 在 名 间作 泛 流 
传 ， 诗 焉 是 ， 


三 人 同行 七 十 稀 ， 五 衬 梅花 廿 一枝 ， 
七 于 面 图 正 半 明 ， 除 月 零 五 恒 循 车。 


宋朝 时 ， 数 学 家 泰 妃 宴 在 《种 阅 算 经 》 的 基础 上 ， 发 明 
了 散 这 类 问题 的 “ 姑 衍 求 一 术 ”。 “孙子 算 法 ”和 和 “类 衍 求 
一 术 ” 不 但 在 我 国 古 代 是 很 有 名 的 ， 府 且 流 传 图 外， 在 世上 办 
教学 史 卡 有 相当 的 位 置 ， 被 称 为 “中 国 剩余 定理 ”， 

我 国 去 代 解 不 定 方程 问题 ， 除 了 “天 衡 求 一 林 ” 外 ， 还 
有 “ 百 鸡 术 ”。《 续 丘 建 算 经 》 着 未 有 一 是 : 

公鸡 一 只 值钱 五 。 母 鸡 一 只 值钱 三 。 小 鸡 三 只 值钱 一 。 
令 有 一 吾 钱 ， 买 鸡 一 百 只 。 问 公鸡 ， 母 鸡 ， 小 鸡 种 买 几 只 ? 

算 经 上 的 和 解 类 是 从 “ 母 鸡 租 锯 少 七 只 ， 就 要 增加 公鸡 四 
只 和 小 鸡 二 上 只” 出 发 的 。 省 案 很 完整 ， 有 三 组 ， 其 一 为 “ 公 
鸡 四 只， 和 母 鸡 十 信 员 ， 小 鸡 瑟 十 从 只 。 ”其 二 为 “公鸡 从 
兵 ， 母 鸡 十 一 只 ， 小 鸡 从 十 一 只 。” 其 二 为 “公鸡 十 二 只 ， 
怀 驳 四 只 ， 小 鸡 八 十 四 只 。>” 这 基 一 个 凑合 相当 的 算法 ， 称 
为 “ 百 鸡 术 ”。 

其 后， 有 许多 人 人 对 此 进行 了 探讨 ， 并 编 了 不 少 新 题 且 。 
浓 崩 时 ， 有 个 疡 庆 革 帝 纺 了 一 道 囊 牛 十 


有 银 百 两 ， 买 牛 百 涉 。 太 全 和 位 藉 二 两， 小 水系 革 天 两 ， 
生 转 本 每 头 于 两 。 问 买 的 一 百 头 和 中 大 和 牛 、 小 后 、 牛 转子 各 
有 几 头 ? 

他 把 这 道 感 交 给 变 过 的 一 个 天 下 去 做 ， 大 臣 做 来 做 云 艇 
不 出 ， 丙 带 国 家 去 ， 结 林 锌 他 的 儿子 解 了 出 来 。 用 指 也 是 | 
合 相 半 的 办 法 。 

你 能 知道 侣 案 么 7? 屠 水 ， 这 类 不 定 方 如 问题 究竟 征 样 解 
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一 、 二 元 一 次 不 定 方程 的 正 整数 解 


一 光一 次 不 定 方程 可 以 写成 4x 士 五 ?9 = 的 形式 (A414,， 8 
是 正 澡 获 . 开 是 整数)。 当 x， y 二 现 的 系数 4,23 不 是 电 质 。 
而 赴 有 大 于 1 的 公约 数 玉 时， 背 亿 没有 约 数 大， 那 末 不 定 方 
程 4* 士 总 y = 万 议和 没有 妙 数 和 解 。 

证 明 ; 如 果 方 程 4x 士 了 y=C 有 整数 解 ， 将 方程 二 边际 
以 太 、 方 程 左 进 必定 是 向 数 ， 而 方程 大 边 就 成 为 分 数 了 ， 这 
记 然 是 了 矛盾 的 ， 

所 以 ， 此 了 时 不 定 方程 4x 士 已 y = 无 整数 解 ， 也 就 是 未 
定 方 种 4x 十 召 y = 只 有 当 C 也 有 约 数 六 时 才 有 整数 解 。 

若 坊 也 有 公约 数 六， 我 们 通过 将 方程 各 项 除 以 最 大 公约 
数 的 办 法 ， 总 可 以 得 到 ~ 个 x;y 项 拘 系 数 不 表 有 太 于 1 的 
公约 数 的 不 定 方程 。 

因此 ,我 们 将 二 无 一 多 不 定 方程 归结 为 ax 土 py=ec 的 形 
J (和 革 oo 六 是 电源 的 正 些 数 ， c 是 整数 ) 

为 了 蔽 上 明 二 无 一 次 不 定 方 程 的 解 波 ， 让 我 们 拖 半 其 二 道 
{i 

全 1 求 不 定 方程 5x +3y = 22 的 正 整数 解 。 

解 让 居 完 骨 *7 系 数 中 较 小 的 一 小 3 去 除 方 程 趟 的 省 
项 ， 并 解 了 和 y。 得 





Vy 二 2 I x {1Y 
再 把 * 项 的 系数 - 3 和 常数 项 气 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 
加 以 分 离 /成 为 ?= 7 + 一 x ~ 人 Sw 即 y=7 一 x + 


由 于 x，y 都 是 整数 ，7 - x 也 是 整数 ， 故 二 “也 一 定 
是 整数 。 
z 设 =K， 则 3 区 ,+2x=1 即 得 又 一 不 定 方程 。 
CF 1 为 整数 》 


仍 按 前 车 用 x, 大 1 系数 中 较 小 的 一 个 2 去除 方程 起 的 各 
项 ， 解 出 x。 得 








_ 1 工 一 3 全 1 
9 a 
分 离 K 及 1 系数 - ,的 整数 部 分 和 分 数 部 分 ， 
人 二 -K+-! = 
同上 -1 > 必 为 整数 。 
设 -二 二 全 =K， (天 ,为 整数 》 得 
1 - A 一 2Fk, | 


其 中 下 | 的 系数 为 1 ， 较 民 。 的 系数 为 小 。 到 此 就 不 必 普 
按 前 革除 下 去 了 。 


必 


从 3) 起 解 出 天 =]1--2 民 :代入 (0) 式 和 (1) 式 ， 得 
1 二 3 一 ] . | 
" [为 玫 歌 》 {4) 
[y= 9 5K, 
这 就 是 原 不 定 方程 整数 解 的 通 式 。 至 于 下 整数 解 ， 我 们 
这 样 来 思考 ， 由 于 x 六 0 。，》>>0， 世 驶 是 
3 -1 
解 得 SK, <l : 
g— KK, >0 
而 天, 为 整数 ， 因 此 只 能 取 开 ,= 1， 代 人 道 式 〈4) 即 得 
原 不 定 方 程 的 唯一 正 整 数 解 ， 为 


和 


y=4 
例 2 求 不 定 片 牺 5x -14y= 11 的 下 整数 解 。 
解 ， 先 用 系数 中 较 小 的 5 人 除 方程 式 各 项 ， 并 和 解 Y。 得 


PP 


将 的 系数 和 常数 项 的 整数 部 分 与 分 数 部 分 分 离 成 


为 1 
T= +2Y+ 和 3 


因为 x，y，( 2 + 2y ) 等 都 是 整数 ， 所 以 形式 .上 的 分 数 部 
分 “2 实质 上 也 必定 是 整数 ， 

设 一 一 人 = 不 得 丸 一 不 定 方程 5K1 一 43 = 1 ( 尺 , 为 
蛇 数 ) 。 


1— 1 
了 Co) 
4 4 


设 一 1 二 1 入， 则 天 ，= 4 天 :+ 1《K, 为 整数 ) 


代入 《2) 式 和 (14) 式 ， 即 得 整数 租 的 通 蕊 。 
站 = 14K,+5 _ 
1 (K ,为 整数 ) 
这 帅 六 :大 一 个 束 值 和 参数， 对 于 每 一 个 确定 的 整数 到 2 
有 x,y》 的 一 组 整数 对 与 之 对 应 ， 有 从 此 香 求 正 整 数 解 。 
由 于 x 这 自 ,这 0 圳 上: 震 满 足 不 等 式 组 1 
i j4& ;+S >0 
ET 
隘 整 数 下 := 0，1，2，3… 可 得 无 穷 组 正 整 数 解 ， 其 中 
最 小 正 豆 数 解 【xyy 为 5，]1)》。 
把 工 面 二 个 例子 的 解法 归纳 起 来 ， 可 以 得 到 解 二 元 一 次 
不 定 方 程 ax 填 by =t 的 有 效 方 法 。(ta,b 基 互 质 正 阔 数 ，c 古 冰 
数 ) 步 台 如 下 ， : : 
( 工 ) 先 用 并 术 知 数 的 系数 ob 中 较 丰 的 一 个 去 除 方 程 亏 
的 各 项 ， 佣 出 由 应 东 数 较 小 的 一 个 未 知 数 。 
( 2) 作 解 着 的 一 未 知 歼 表 过 式 中 ， 将 嚼 一 未 知 数 的 系数 
和 迄 歼 理 分 高 感 演 数 部 分 和 分 妆 训 分 。 实 际 上 这 个 分 数 闻 分 
也 是 鉴 数 ， 谈 分 数 部 分 为 六 1 ,得 到 久 一 个 不 定 方 牧 ， 
(3 ) 洒 绕 控 C1 (02) 了 i 寞 的 万 法 处 理 ， 症 设 逐 雇 的 分 数 
于 分 光碟 二; 出 于 机 庶 启 不 十 方程 中 太 的 系数 一 次 


名 


解 得 KK ,> -二 


比 一 深 沾 ， 而 原 光 的 9，2 王 涝 ， 所 以 经 过 有 限 次 变 绚 ， 最 上 盾 
不 定 方 程 二 对 水 知 数 由 必 有 一 个 系数 等 于 1， 得 到 竖 式 
天 ,1 = 0 +e (9q，8 为 束 数 ) 

式 中 4 代表 变 摸 的 次 数 。 

(4) 将 琴 5-1= d 太 ,+e 技 顺序 便 代 虐 去 和解 出 不 ,_，， 
下， x，y， 即 得 原 不 定 方程 整数 解 的 通 式 ,这 
神通 忒 大 万 不 定 方程 的 一 种 参数 方程 。 

( 5) 要求 正 整 数 解 ， 可 按 x 0 ，y>0 分 析 整 数 解 通 
式 中 其 ,的 上限 值 范围 ， 从 而 得 正 整 数 解 ， 并 推 知 解 的 组 数 有 
限 或 无 限 。 

下 曾 四 题 读者 可 先 自己 斌 试看， 然后 再 对 一 对 书后 的 解 
答 。 


纹 习 


《1 ) 求 二 一 3 v= 1 胸 正 整数 解 。 


(2 ) 求 Y=192-6.8y 的 正 整 数 甫 。 
( 3) 或 24x 十 15y = 30 的 整数 解 。 
(4) 求 5x~14y= 一 11 飞 炎 和 解 的 通 趟 。 


二 、 回 转 相 除法 和 连 分 数 


前 -… 节 提 到 的 二 元 -一 次 不 定 方程 的 解法 实际 上 是 将 二 米 
知 数 的 系数 回转 相 除 。 思 转 相 队 法 以 及 连 分 数 与 解 不 定 方程 
有 密切 联系 。 现 在 我 们 讲 一 讲 辊 转 相 除 法 和 连 分 数 的 狂 念 。 

对 于 二 个 下 楼 数 ， 先 以 小 揭 一 个 数 去 除 大 数 ， 后 以 第 一 
次 余数 去 除 小 数 ， 后 以 第 二 次 余数 去 除 第 一 次 余数 …… 如 此 
继续 相 除 山 驾 转 相 除 。 

设 二 个 正 整数 c，25 加 转 相 除 〈c>D) 

用 5 除 c， 商 为 中 ， 祭 数 为 乓 ;， 则 

a=ab+ Ki 0 KI<D (1) 
当 玉 ,= 0 时，5 为 a 的 约 数 ， 即 6 是 a 和 45 的 最 大 公约 数 。 
当下 1 0 有时， 用 玫 , 除 5， 商 为 (;:， 余 数 为 尺 ,， 则 

p= Ge 攻 1 十 下， OE ,KI (2) 

当 闪 = 9 上 时， 二 1 是 8 的 约 数 ， 由 红 ) 式 可 知 太 1 也 是 o 的 
约 数 。 反 过 来 站 (1) 趟 又 可 知 a,5 的 人 尾 一 公 药 数 -一 定 是 5， 下 1 
的 公约 数 ， 这 就 是 说 下, 是 a, 8 的 最 大 公约 数 。 

当 龙 , 生 0 时 ， 簿 用 外, 除 玉 1!， 商 为 es， 余数 为 六 ,， 即 

Ki=arK,.tK, ORKsK, (3) 

开 00 时， 二 :是 下 1 的 约 烙 ， 由 ( 1) 人 (2) 式 可 知 太 ,出 

是 #4,b 的 约 数 。 反 过 来 由 (1023) 式 又 可 知 2,5 的 任 一 公约 数 
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一 定 是 58， 太 | 的 公约 数 ，5, 太 | 的 任 一 公约 数 一 定 是 上 1, 太 ， 
的 公约 数 ， 也 就 是 说 长 :是 ze 的 最 天 公约 数 ， 

当 芋 s 夫 0 时， 再 用 二 s 除 芋 。。 继 续 下 去 ， 经 过 ?次 回转 
相 队 ;得 两 01 ,03 Gs a 人 作 数 上 这 ns 
由 十 余数 太古 逐次 减 小 的 韭 负 整数 ， 豆 经 有 限 次 :例如 rn 这) 
加 转 相 除 ， 最 后 余数 ,= 0， 即 队 尽 。 此 轩 臣 ni 为 9， 已 的 
芭 大 会 约 数 ， 如 6，D 王 质 ， 则 共 * = 1。 

也 上 员 这 就 证 银 转 朝 除法 ， 为 运 售 方 鳃 可 及 几 紧 承 : 





a1*b a 上 加 
RI os | okK, 
6s 六。 | ca | Kk, 
Ks | ; ，: 
| Kn-s 
Fn-] Eh Gn" Kn-! 
Ki 二 机 





上 面 所 示 的 坚 式 为 "是 体 数 的 情况 ， 在 5 为 奇数 ， 坚 承 的 
最 后 部 分 去 布 正好 相反 。 坚 式 中 间 一 列 cl，as an 为 商 数 。 
利用 轧 转 相 除 法 很 容易 求 出 二 个 正 整 数 4 与 总 的 展 太 会 


约 数 ， 同 时 还 能 将 分 数 ? 表示 成 繁 分 数 的 形式 。 





由 于 4 = a1+ 二: ”RD 式 ) 
京 - - gr + -Re ( 见 (2) 式 ) 
KL Gs + et ( 见 (3) 式 ) 

呈 
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Ks kK, 一 五 , 
at) 上 从 sa 
A " i k=| ,i " 
所 以 二 -= oi 十 £1 = Ul] 十 1 二 | 十 - . _ 
b 局 本 人 
Ki ne 
一 攻 | + .1 本 一 上 | 下 一 
A 
一 性 | 十 -—-- 一 一 二 
ds 十 ] 
Qay 十 Ky 
Ks 
一 人 | 十 1 1 
zs 二 、 _-_ 
性 9 十 本 
+ oe 1 
学 + 
po-1 二 二 


当下 ,i 天 1 有 时， 厦 下 角 最 后 之 a 实际 上 已 将 最 太公 约 数 
人 二， 所 以 时 时 繁 分 数 所 必 表 的 是 婉约 分 数 。 


将 繁 分 式 简 写成 ， p 三 女 | 十 i 1 了 二 的 形式 


d+ ea+ Gat # 十 好 让 


叫做 连 分 数 。” 为 连 分 数 的 项 数 ， 
从 工 面 可 以 知道 有 理 数 元 化 成 连 分 数 ， 其 项 数 有 限 ， 
故 也 并 有 限 连 分 数 。 


我 们 按 一 次 次 轿 转 相 队 的 是 序 将 过 分 数 蕉 段 ， 得 
12 


全 1 
ti 
b 
| 
1 1 
dg: 十 ds, 
1 
sll 1 
tha 十 se t nl 
1 
祥 | 十 1 1 1 ee, 
Hn 十 这 十 bbe 十 心计 一 | 村 由 


这 些 分 数 《 第 一 个 4! 看 作 守 〉 的 值 逐渐 靠近 志 ， 称 为 分 


数 “的 浙 近 分 数 ， 简 称 近 数 。o1 为 第 一 近 数 ， (a1+ 。) 为 


2 


ss TT bn i 1 U — 1 1 |] 
妃 FFM 瑟 于 …-- 一 一 一 曲 申 此 (区 路 -一 . _ 
种 二 近 语 5 toi 了 二) 为 第 二 近 发 + 


.1 ) 为 第 (n 一 队 个 近 数 ， 最 后 的 《a1 + 一 ,一 


十 本 天 看 + dn_l wo 十 局 9 一 本 虱 昌 


-了 1) 等 于 和 。 于 是 第 Ca -~ 1) 个 近 数 为 y 前 面 的 一 
+ dn + bp ] 

个 近 笋 ， 叉 称 站 的 前 一 近 数 。( 注 意 : 如 果 e<6 则 ci 0 ， 
此 时 第 一 还 数 规定 为 一.) 
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由 于 we<< 此 - 姥 寺 > 1， 可 外 知 a1+ > ai + 


因此 第 二 近 数 (ol + -村 ) > 


依次 类 推 ，. 第 三 近 数 小 于 方 ， 第 四 近 数 大 于 了 





Ky 


b 


与 地 越 来 越 近 ， 
例 3 将 “32 写成 连 分数 的 形式 ， 并 依次 求 出 它 的 各 
个 近 数 。 
解 ， 用 轧 转 相 除 蔡 
43055I 
3728821864: 
5767|3:17301 
5372|4| 1343 
395'3!: 1]185 
316i2 1 58 
7 9|2 158 
\ 0 
43055 _ 1 1 1 1 
人 18844 2 
第 一 近 数 为 ”人 
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第 二 近 数 为 2 十 工 1 » sl ~ 32+ 4 _30 
4 


号 十 3 + l3 13 
， ， 1 1 1 ] 97 
十 ,一 . 路 一 -一 一 一 . - 
第 四 近 数 为 2 了 十 二 3 3 十 ] 
] 
4 十 一 
3 
， 、 ] 1 1 | i 1 了 
+ 二 一 2+ 一 一 二 
第 履 地 数 为 2 十 半 4 十 时 十 9 3+4+7 
~ 24+1 224 
3 + 30 号 了 


1 1 1 1 1_- S545,y 43055 yr 
最 在 2 “本 236 1 18644 约 去 最 六 
公约 数 79 洁 的 婚约 分 数 。 实 际 上 近 数 都 是 既 约 分 数 。 【 见 后 
面 定理 《2 ) 推论 ) 


例 4 ”化 03 为 连 分 数 ， 并 来 出 它 的 前 一 近 教 。 


解 ， 由 旬 转 相 除 法 
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1 3- 4 
3+41 131 
直面 介绍 二 条 基于 连 分 数 的 定理 。 


+ 1 1 
3 二 G+% 


a | 本 3 1 1 1 : Pm 。 
定理 在 连 分 数 04t 二 证 44 性 为 二 


的 第 玉 个 近 数 ， 则 有 ; 
Pm = TmPm-t + Pn-? 


Gm = Um m1 tT ms 


(n,m 为 自然 数 3 &&m<n) 


证 有 明 用 数学 妇 纳 兴 。 


Pi = a p=arast+ 1 
1 当 涡 二 3 有 时， 站 


gi= 1 = Ur 


而 Pal 1 "00 +asto 
ds Cat i dar tls + 1 





~ Tslasart 1) + a Gapst pI 


sy 十 了 Gaga 十 好 1 


= P= oaapst Ff, i 
及 .| Le 
| ts = dds + 9 民 妆 


2 议定 理 对 于 第 Gx ) 个 近 数 是 正确 的 。 
Pa m1 Pp: + Qs 
Gn- = yg 1 

于 未 ， 菏 右 个 捞 数 为 


Iie 


Pr 1 | 1 ] 
- (| -和 …- 一- 四 
ff ds st se Gm 寺 证 衣 
0 + 人 
本 己 
(rn 十 
mt 


几 (a ) 在 作 第 km -个 商 数 ， 利 用 定理 对 于 第 


(9 一 1) 个 直 数 古 正确 的 这 个 慨 设 曾 提 可 税 ; 


(Om-| 十 上) 疡 -十 让 





一 全 
Pm _ 
1 
Ham (Am-1 十 : 一 人 十 On 3 
4 


= Om Cpr! Pm-2 t+ Pimn-3) + Pn-a 
sp Es 十 Gna? 十 ms 


GD 十 Prm-2 
CH 一 : 十 {fm-? 


Pyn = Tm Pmt t+ Pm: , 
于 起 定理 证 毕 。 


Tm mm tT Hm-: 


Mp 


这 蚌 一 个 赣 推 定 舱 ， 据 此 写 出 连 分 数 的 各 个 巡 数 肚 很 容 
易 的 。 


了 7 





一 一 ? 过. bh 和 二 un) 
i 251 pa .ir 书号 关 呈 十 让 =- 4 


A, (一 1] 5 区 1 十 5 2531 


Tm EE 


ox1l+i6 B02 





定理 二 在 连 分 数 Q1+ 广 二， .42 中， 设 坟 下 为 宅 


do a 
的 第 1m 个 这 束 ， 则 有 ; Psgm-l 一声-19m =【《 一 1 )W (nym 为 
自然 数 ， 2 所) 
证 明 ， 根 据 洛 理 1 ) 我 们 有 
Pm -1 Pm-idm 三 《QtDm-1 + Pm—2) Ym- 
一 Pn-1(Gmdm-1 + dm—2) 
= dn Pm -m1 +t 总 mm 
~ GmpPm—idm-] — Pm-19n:-s 
= — (fm-1Qm-2 一 Pm-sdm-1) (C1) 
三 理 有 ， Py-19m -2 一 Pim-idm-t = (Dimadm 


Pm 230m-2) - ‘ J ) 
和 
Pm-2dm-—s Pin—30m-2 一 一 (Pn Idin—4 
一 bn_adm—3) 《3) 
Pags 一 Pda= — (Pdi ~ Pid:) (mo— 2) 


PG1— Pgs = (010 + 1 yx 1 一 le 1 
代 人 第 x- 2) 式 ， 便民 上 去 ， 直 至 第 《1 ) 式 。 即 
得 
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pmgm1 = Pn-igm = 1m 1 证 毕 。 

从 这 个 式 子 推 沦 ， 若 pi 与 9w 有 公约 数 , 则 此 公约 数 必 为 

(pm9m-1 一 也 m-19m》 的 因数 ， 即 为 士 1 的 约 数 。 地 Pn 与 9m 的 
公约 数 为 ] ， 也 就 是 bw 与 9m 甘 质 。 


练 习 


sn 1 1 1 1 Pr 

(6》 求 连 分 数 1 + -3 | 了 的 值 ， 并 求 出 它 的 背 
一 了 数 。 

(7) 将 rn 《 取 3.14159) 化 成 连 分 数 ， 并 依次 来。 0; 

1 2 
3， 四 个 近 数 。 
da 
， 1 1 1 1 1 ve 
‘2» 求 连 和 分数 | Tt 二 二 的 前 计数 。 


(9) 车 产 = 卫 ， 求 出 它 的 前 一 近 数 二 ， 并 验证 ogg -65p 


= (~ 1)" 
4 为 连 分 数 的 项 数 ) 
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四， 二 元 一 次 不 定 方程 
”的 连 分 数 解法 


堪 在 我 们 问 汉 .二 元 一 次 外 突 方 程 ax 土 5y=5 的 求解 上 
米 。 Ca， 是 互 质 和 的 正 整 数 ，c 是 整数 ) 
当 已 逢 它 的 一 组 整 效 解 (xe，yo 时 ， 可 立即 写 出 束 煞 外 
的 遂 式 。 
x 二 和 于 BA + x 


| 《二 为 昧 数 ) 
y=aK + 


这 里 “ 千 ” 号 与 诛 不 定 方程 的 4 士 ? 导 对 应 。 

证 明 ;， 将 整数 和 解 (xo，yo) 代 大 原 方 程 ， 得 
axo 土 By =5 

骨 将 大 方程 式 与 上 起 二 边 分 别 相 减 ， 得 
dx— Xo olty- y= 0 


即 -0 


入 一 了 好 
x—xn= 三 DK 
于 是 有 二 (天 为 整 值 参数 》 
y— yo=ak 
= TK tx 
因而 { 
y= + 证 毕 。 


信 这 相通 臣下 并 站 二 两 写 了 要 痛 整 玛 阿 ， 对 永 晤 有 刻 辟 妆 
对 《xy 斌 让 外 不 定 万 程 的 整数 何 。 其 由 备 % 值 成 等 着 削 
数 ， 公 益 为 于 6 各 + 但 世 成 尝 症 温 窗 ， 公 半 汕 4。 
所 卫 半 元 一 次 下 定 方 租 若 有 上 竖 芋 解 ， 册 有 无 私 多 组 辕 贫 
例如 2x+337= 5 的 -组 骆 歼 解 为 (1， 1) 其 他 分 组 坚 区 
解 册 为 (7，- 3)，(d4-1) (1 li- 2， 3}, 
(一 5，5) 2 竹 。 通 式 为 : 
X= —3&K+] 
| cc 
.Y=2K++i 
二 元 一 次 不 定 方程 %， 有 系数 比较 简单 ， 遂 过 观 究 
能 得 公 它 的 一 组 紧 猪 解 《xos Yo 加, 肌 庆 全 方法 写 芭 的 其 他 
各 组 敬 效 解 和 丈 数 解 的 通 取 特别 多 和 多。 如 未 系 绍 较 大 ， 比 较 
复杂 ， 不 昂 求 得 它 的 一 组 整数 解 时 ， 那 末 我 们 可 以 适用 和 连 分 
不 定 方程 ax 土 by =c (a，5 是 互 质 正 整 数 ，c 居 考 数 ) 


将 4 化 成 连 分 数 ，a:+ 上 工 4 


Go Ts en 十 Ain 


的 前 一 近 数 是 六 ， 按 连 分 数 定理 二 得 


ara— brp=(- 11)" 
BB] (— lrao— (=- hp=1 
过 边 靳 Icec， 成 为 
【一 1)ader 一 【一 TCD = 
与 原 不 定 方 种 sx 士 &y = c 比 实 ， 并 即 可 得 一 组 整数 解 ， 
21 


1 《一 15rc9 . 
二 
可 得 整数 解 的 通 式 为 : 
x= hkR + 1)"cog 
| z (于 为 整 邦 ) 
y=a0R F(t- Dep 
上 而 二 式 里 “二” 守 均 与 原 不 定 方程 的 人 土 ” 导 对 上 应。 
至 十 正 整 数 解 ， 参 数 太 需 谢 足 不 等 式 组 . 
| + {— 1)cg>0 
aK 二 -1 "ep 0 
分 二 种 情况 讨论。 
1" 对 于 ax + by=c 
显然 c 夸 0 时 无 正 整数 解 ，c>0 且 必 须 充分 大 才 有 正 整 数 
解 。 《如 2x +3y= 4 无 正 整 数 解 ) 
攻 有 下 整数 解 ， 则 从 上 面 的 处 笑 式 组 可 得 


如 时 用 记号 [LN] 来 表示 不 大 于 和 的 景 大 整数 。 如 ; 
[9.314] =0,[ -1.7]= ~2，[5]=51[v 21]=1 等 ， 那 末 K 
的 值 成 为 
[下 (一 1)ncg 
Eyck 
竺 号 仅 当 ` 一 六- 不 是 整数 时 与 小 于 号 同 成 立 。 


所 以 不 定 方 程 gex + by = 5 阁 有 正 整 数 解 ， 则 解 的 组 数 有 


2 


限 。 
2 对 了 于 qx ~ hy=c 
具 前 面 关 于 的 不 等 式 组 得 


Ki 2 
Kit cp 
所 以 不 定 方程 ox - 5y=c 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 。 
例 5 已 知 7x-5y=17 的 一 组 整数 解 为 (1，-2 ， 求 
其 整数 解 的 通 式 。 
解 一 ， 扩 前 面 义 述 的 已 知 一 组 整数 解 的 公式 写 通 式 。 
x=5K,+] | 


{ 《 太 1 为 整数 》 
y=7K) 一 艺 


和 解 二 ， 用 连 分 数 法 
1 1 1 m= EP 
和 lt 3， 章 近 数 - > 
接 公 式 写 出 整数 解 的 通 式 为 ， 


x=5K,+(-1)*x|7xX2=5K,—3d 


{ | (CK, 为 整数 ) 
y=7K,.+(—-1) X17X3=7K,- 51 


表面 一 看 ， 此 道 式 似 与 解 一 不 同 ， 其 实 一 样 。 取 
5K,—34= 35K,+1 

Ks= Kit? 代 入 则 
rR S51i=7R1-2 


例 66 求 437x 十 1050y = 6209 的 正 整 数 解 。 


了 


Po ie 
好 173 

T= — NNR 十 三 20 和 共 ]73 
(到 汐 监 背 ， 


mn, 


v=137K 6209 x72 
具 上 上 和 营 数 解 大 迄 讽 号: 
-1050K + 6209 x 173>0 

Us e203 4 120 
1022< 之 KK 志 1023 
因此 KK = 1023 
代 人 通 了 得 唯一 正 整 数 解 (7 了 7，31) 
例 7 求 10x- 517y=0 的 蝇 小 正 整数 钥 。 
解 ， 这 是 一 个 特例 ， 晤 ex 士 py=e 中 c=0， 
整数 解 的 通 式 比较 简单 。 为 
X= 二 hk 


{ CK 为 整数 ) 
下 


本 题 取 乓 = [可 得 最 小 正 整 糙 解 〈51，10) 
例 8 布 定 方 程 3x+5y=1306 有 守 少 组 正 整 数 解 ? 


3 _ 1 1 1 _ pol 
入 由 于 5 0 + 本 + 二 +， 2 
整数 解 的 通 式 为 
= 2612— 5KkK 
{ CK 为 整数 ) 
y= 3K -1306 
但 正 整 数 解 巷 需 满足 


2 


,13 一 Rs 


“3 一 130620 


522 435 = 87 
贞 以 志和 在 定 方程 友 87 纪 平 竖 狼 能 。 
例 9 一 个 二 位 玫 ， 备 位 光 字 和 和 的 3 信和 与 磺 糙 机 加 等 王 
它 的 二 位 数字 开 换 入 贤 所 得 到 的 营 。 求 所 有 这 样 的 正 糙 区 。 


解 ， 设 这 个 二 位 数 为 x» 。 即 十 位 数字 为 x*、， 个 位 数字 
为 yn 
按 题 章 列 出 方程 : 
SCxT y+ (Oxr+ y= 10y+% 
化 简 ， 2x 一 y=0 


x= 
{ (KK 为 整数 ) 
= 2& 


由 于 0<x 委 9，0 所 ?和 9， 套 取 天 =1，2， 和 ，4 
得 四 组 解 ， (1，2) ， {2, 4) ， (3，6)，(d4，8) 。 
I2，24，36，48 怠 是 所 要 求 的 二 忆 数 。 
例 10 多 位 数 62ab427 是 99 的 倍数 ， 求 4 和 5。 
(上 海 市 1957 年 数学 竞赛 题 ) 


解 ， 设 其 中 的 二 位 数 a5 为 x。 按 题 意 得 
62x10:+427 二 xxX10 =99y {x，Y 都 是 正 整 数 ) 
即 不 定 方 程 99v 一 103x = 62X105 二 427 


1 1 1 
=0+— 上 上 上， 
O00 = 0+9t1 








1 
解 之 ， Mr, 


y= 103K - 6200427 x 101 
| CK 为 整数 ) 
+= 90K -6200427 x 10 


因为 x 是 二 俯 数 。10 志 x 所 99 
即 10&99K -682004270 志 99 


， 85 to 
: 626305 一 < 攻 拉 :有 6306 一 
但 99 99 


只 能 到 二 = 626306， 和 代入 前 面 的 通 式 
x = 62004294 — 62004270 = 24 
所以 原 数 中 4 =2，5 = 4 原 数 为 6224427。 
本 题 也 可 按 9 的 倍数 和 11 的 倍数 的 性 质 来 分 析 解 类 。 


例 11 分 数 二 是 否 可 以 化 成 以 5 及 7 为 分 母 的 二 个 真 分 


2 7 1 1 na pb-3 
解 之 。 1 fa 2 2 
fx%=5S -6 
1 (CK 为 整数 ) 
y=7K -9 


0< YX OK -6<5 
因为 上 


上 
0D< yA UK -<7 
丽 只 能 取 2， 得 唯一 和解 《4，57 - 


所 以 六 能 化 成 二 个 真 分 数 人 与 的 差 。 
9 i 
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和 Ear 


例 12 用 载重 4 吨 的 天 趟 车 和 载重 2.5 吨 的 小 货车 运送 
从 物 。 现 有 货物 总 重 和 时 为 8 村， 过 一 次 运 完 ， 且 每 辆 汽 桔 都 
南汇 足 ， 那 末 大 卡车 刘 小 货 村 各 达 几 网 ? 

解 : 议 4 吨 的 大 卡车 要 x* 辆 ，2.5 呈 的 小 货 至 改 y 辆 。 

47T2.o5y=18 

去 掉 小 数 成 8x t 5y= 36 

得 唯一 正 整 数 解 (2，4) 。 即 项 拓 玉 车 2 辆 ， 小 货 鞋 { 
铀 。 

倒 司 ”有 一 个 爱好 数学 的 人 ， 他 发 现 自己 到 1981 华 时 的 
年 龄 正好 等 于 他 出 生 屠 一 年 各 位 数字 的 和 。 你 能 算出 他 现在 
是 儿 崔 妈 ? 

解 ， 一 般 年 龄 总 在 100 岁 以 内 。 假 如 此 人 出 后 在 一 十 世 
纪 ， 设 生 的 那 一 第 为 19xy ， 到 1981 年 此 人 的 年 龄 为 


J em dl 


81— tO0x+ y=1+9+xt+”y 
化 简 成 : llx+2y=71 
用 和 连 分 数 守 解 得 
X= -2K +7?71 
( 11K 一 355 
由 于 x，y 妊 起 0 至 9 的 正 莹 数 。 即 蔡 圳 斑 忠 ， 
0 去 -2 天 + 了 1 二 9 
La 一 355<S 
所 以 只 能 到 KK = 33， 得 叭 一 解 (5，8) 。 
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比 大 是 1958 年 年， 现年 局 1979- 1958 = 21《 史 ) 

很 如 此 人 人 是 十 光世 纪 生 ， 那 么 生年 各 位 数字 之 和 不 会 大 
于 27， 而 到 1981 第 此 人 年 龄 不 会 小 于 81 灾 ， 因 此 1981 年 时 的 
华 龄 不 会 等 于 生 的 那 一 华 各 位 数字 之 和 。 世 可 症 这 个 人 不 可 
能 生 于 十 九 世 纪 ，。 


练 习 


(10) 求 127x -523+1=0 的 整数 解 。 

(it) 求 方程 -8x+57=200 的 小 于 100 的 正 整 数 解 。 

(12) 求 23 XxX2+17 XXX37= 23113 的 正 整 煞 解 。 

(i3) 不 定 方程 2x +47=272 有 多 少 组 下 整数 解 。 

(4) 有 一 个 二 位 数 ， 它 的 各 位 数字 和 的 5 信和 加 上 原 数 等 
于 它 的 二 位 数字 互 换 位 置 后 所 得 到 的 数 ， 求 这 个 二 位 煞 。 

(15) 一 个 二 位 数 ， 加 上 54 以 后 ， 十 和 拉 蜂 字 利 个 位 数 竺 正 
好 五 换 位 置 ， 隶 这 个 二 位 歼 。 

(16) 三 世 数 只 有 中 间 一 位 是 “027 。 当 它 的 3 搭 角 了 阶 
时 ， 人 余数 为 6， 求 这 种 三 位 数 ，。 


(17) 试 将 分 数 5: 化 成 以 5 及 7 作 分 母 的 二 个 真 分 数 之 


和 |。 
(18) 求 所 有 被 4 除 侈 1 的 二 位 数 的 和 。 
(辽宁 省 1978 年 数学 沈 赛 是 ) 
(19}) 转 种 书香 本 价 7 角 ， 乙 种 省 每 本 价 5 角 ， 二 种 书 各 
买 若干 本 ， 总 共 价 格 7 了 元 3 和 角 ， 申 、 乙 二 种 书 各 洋 了 了 儿 少 


< 


本 ? 

(20) 全 班级 44 人 都 到 公司 里 去 划船 ,天 船 每 只 可 绎 8 人， 
族 舱 每 只 可 坐 5 人 ， 每 只 和 都 坐 吕 ， 请 大 船 ， 小 船 各 几 只 ? 

(21) 某 目 动车 回 ， 对 生产 的 零件 来 用 电子 上 月 动 计 数 。 其 
生产 能 力 为 全 部 生产 甲 种 零件 ， 每 天 可 生产 1554 有 只; 车 金 部 
生产 芒种 雪村 ， 每 天 可 生产 1887 只 。 现 在 先生 产 申 种 支 件 知 
干 天 ， 然 后 生产 乙 种 等 件 。 痉 过 一 个 短 时 期 统计 一 下 ， 甲 、，- 
己 二 种 零件 共生 产 了 25974 只， 和 间 甲 、 乙 二 种 零件 各 生产 了 
名 少 天 ? 

(22) 一 辆 卡 丰 在 公路 上 匀速 行驶 ， 起 初春 到 里 程 牌 .上 的 
数字 为 48 ， 过 了 1 小 时 里 程 牌 上 的 数字 为 玉 4 ， 叉 行驶 了 
1 小 时 里 程 牌 上 的 数字 为 408 ， 隶 每 钦 看 到 的 数字 和 卡车 
速度 。 
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五 、 一 次 不 定 方程 组 


在 掌 担 了 二 元 一 次 相 定 方程 求解 方法 的 基础 上 ， 我 们 求 
研究 一 次 不 定 方程 组 。 如 三 元 一 次 不 定 方程 组 可 以 归结 为 下 
面 的 形式 ,， 其 中 an bis ls di, G2 by, C2s d, 都 疼 整数 。 


Qt blyt+es= dd {1]}» 


Dax t+ hayti+er2= dd (C2) 


要 求 它 的 整数 解 ， 可 以 先 用 销 元 法 从 二 个 方程 中 消去 一 
个 沭 姑 数 。 厂 让 去 3， 将 届 ) 式 彝 以 ci:， 将 12)》 式 乘 以 cl， 然 
后 相 减 得 

(ds 一 CR hcs 一 下 el y= dics ~ dot, 
为 二 元 一 次 不 定 方程 。 若 有 上 整数 解 ， 按 前 面 的 方法 可 得 通 解 
翅 。 设 为 
X= (KK) (3) 
( |! 为 刺 数 ) 
y= f(th1) (4 

这 里 用 和 为 1 的 一 次 整 式 , 以 此 代入 原 方 程 组 中 的 一 
个 浪 程 ， 则 得 划一 个 二 元 一 次 个 定 方 程 。 设 为 

42+ BRE-=-C (A，B， 忆 为 再 煞 ) 

位 按 人 亲 法 求解 ， 行 z= 和 友和 遇 数 解 的 通 式 。 设 为 


和 


2 一 的 2) (Co) 
KR = ft ,) (6) 


详 ，f: 为 KK; 的 一 次 蓝 式 。 将 () 式 代 人 (3) 式 和 以 ) 式 ， 
恒 得 原 三 克 一 识 不 定 廊 程 组 整数 解 的 通 式 ; 
x= [fkK ,1 
149= fo[fe(Ks)]」《 民 :为 整数 ) 
2= falk,) 

和 二 元 一 次 不 定 方程 相同， 三 元 一 次 不 定 方 程 组 若 有 整 
数 解 ， 则 有 无 窃 多 组 。 且 > 的 值 ，Yy 的 值 ，z 的 值 各 目 成 等 
莽 级 数 。 

至 于 下 整数 解 ， 乓 :融入 足 不 等 式 给 ， 


flf Ks) 1>0 
fal ftKs) 1>0 
(pw 
例 14 求 不 定 上 方程 组 
OX+7Y+22=24 - {1» 
(0 (2) 
的 整数 解 的 通 式 和 它 的 正 上 尿 数 解 。 
解 ， 先 应 去 zs， 将 人 1)? 式 滋 区 3 与 (2) 式 相 加 得 
13x + 13y = 52 
让 中 和 一 二 
通 解 L CK 是 穆 数 ) 
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民 入 (1 ) 式 ;5K +7{4~ 攻 ) +22=24 
得 >= 天 一 ? 
总 之 ， 原 不 定 方 程 组 整数 解 兔 遂 式 为 
| 二 从 
1 y=4 一 所 《 开 为 整数 ) 
( 一 2 
其 正 整 数 解 需 议 足 不 等 式 组 ; 
Wi 
4— 玉 0 
| 
得 2< 共 区 4 以 =3 代入 上 面 的 道 蕊 得 唯一 的 正 整 数 
解 为 ，Y=3，Y=1，z=1 
例 15 某 呈 然 数 与 13 的 和 是 5 的 倍数 ， 并 且 与 13 的 其 是 
6 鸭 懂 数 ， 米 这 种 月 然 数 中 最 小 的 三 个 。 
解 ， 设 其 有 这 种 性 质 的 自然 数 为 x 


X13=5Y (1) 
{ Cy， 2 也 是 自然 数 ) 
x*—13= 02 (C2) 


( 1) 式 减 去 (2 ) 式 得 5y -62 = 26 
v=6K —26 
CK 为 整数 ) 
2=BK ~26 
代入 (1 式 得 x=30 玉 一 143， 
要 使 *，y，2 部 是 上 自然数， 只 要 兵 产 6 就行 了 ;部 最 小 的 
三 外 广 苹 的 与 点 数 为 37，67，97 。 
例 16 有 有 中， 乙 ， 到 三 种 灯泡 ， 每 只 单价 各 为 5 角 ，?7 


#2 


通 解 为 ”{ 


角 ，39 角 。 有 人 买 甲乙 ， 丙 三 移 灯 泡 各 着 干 内， 共 花 旨 5 
也 2 角 。 如 果 和 锐 种 灯泡 单价 各 降低 2 第 ， 卉 就 只 要 3 元 6 
第 。 问 此 大 甲 、 乙 、 两 三 种 灯泡 各 买 了 几 只 ? 

解 ， 设 叱 大 甲 、 忆 、 夫 三 种 灯泡 各 类 x*，y，Z (内) : 
则 | 
5x 十 7 了 yyT+Tg92z=52 《1) 


| 


将 (2)x5- C1)x3， 消 去 x， 并 简化 成 


y+ 2 人 = 


3x+5Yy 二 7 之 二 36 (C2) 


y=6~2A 

解 得 。 { (KK 为 整数 ) 

z= 

代入 (1) 谍 得 ，x= 玉 十 2 

由 于 灯 访 的 只 烙 司 小 禾 表 ， 丰 0 之 太 之 3， 

到 多 = 1，2 得 C(x，y，2) 的 二 组 正 整 数 解 为 (3，4, 1)， 
(4 2, 2) 

所 以 此 大 买 的 灯泡 上 只 数 有 二 种 可 化 ， 第 一 种 可 能 是 买 外 
种 3 只 ， 乙 种 4 上 只， 再 种 1 内! 第 三 种 可 能 是 买 甲 种 4 只 ， 
种 2 号 ， 内 种 2 内 。 

三 元 以 上 的 一 次 不 十 方 程 组 ， 如 果 未 知 数 的 个 数 仅 比方 
程 数 凶 一 个 ， 其 整数 解 或 正 整 数 解 的 求法 可 控 三 元 一 这 不 定 
方程 组 的 解法 类 人 谁 之 。 即 通过 消 元 法 针 化 成 一 元 一 次 不 定 方 
程 来 求解 。 

例 17 沙 方 程 组 的 正 整 刍 解 。 
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2x7— yy~223+ dw= 10 
| 一 14 
[5 
解 ， 移 从 方程 组 中 消去 如 ， 
(2) X23+ (1) 得 1l0x+ yxy-102= 一 18 
(3) x2+ (2) 得 10x+9y-6z=10 


得 消去 x 

(5 一 443 得 8yt42=28 有 即 2y+2=7 
y= 

解 之 。 { : CK 1 为 整 孝 ) 
“=~7-2k; " 


代 和 5》 了， 整理 得 ，10x+21 开 | = 52 
很 寡 易 观察 到 一 组 止 整数 解 ， 为 ， 


(8) 
(9) 


(10) 


‘11) 


x 二 1 局 一 -21K ,1 
{ 内 此 得 通 式 { 
KI=2 Kl=10K,+2 
(天 ;为 整数 ) ， 将 (9) 式 代入 16) (7) 二 式 得 
人 
富 一 一 20 兵 ， 十 名 4 
又 将 C80010) (110) 式 代入 (1 ) 式 ， 解 出 w= 3 玉 , + 4。 
综 上 所 和 解 ; 
光 = -21K,+1 
y= 10K ,+2 : 
(天 :为 整数 ) 
之 = 一 20 氏 ， 十 印 
w= 3:+4 


显然 乓 :只 有 取 “0? ,才能 使 x*，yy， zz， 也 部 是 正 整 娄 。 
此 时 有 唯一 解 为 ; X= Y=2， =3， WW= 
例 18 有 一 个 四 位 数 ， 已 知 其 十 位 数字 加 1 等 于 其 小 位 
煞 字 ， 人 小 位 数字 机 1 等 于 其 百 位 数字 。 又 把 这 个 四 伺 数 的 四 
小 狐 等 友 着 次 序 排列 所 成 的 委 与 原 数 相 亨 ， 租 为 10769。 求 
这 个 半 位 数 。 
解 ， 设 这 个 四 位 数 为 abcd， 
| +]=0 (C1) 
d+l1=8& (C2) 
{lO00d + iN0c + 105 + a) + tl10006+ 100b + l0c + 四 





一 ]0769 (3) 
化 曾 《3) 起， 约 去 会 芍 数 11， 成 为 
9ltatd) 二 105TC) =979 {4) 


设 ; tat) = #8，{6+0) =vy， 代 入 {4) 式 得 
91u tT LO = 7Y 
内 于 a，68，。c，4 为 非 货 整数 ， 故 &，v 为 正 整 数 。 解 得 
u= 979- 10K 


人 CK 为 整数 ) 
v=91K -979x9 


a [<x<[ 吧 


从 能 取 乓 =97， 因 此 
二 日 各 十 三 一 中 《5) 
有 


人 (so (6G) 


队 (13 C3) 式 得 : ec=q-1 b=d+1 

代入 {6) 式 得 ，2d= 16，qd=8 

再 代入 (4)，(2)，(5) 式 得 ; c=7,， b=9，a=1 
所 以 冯 个 沽 位 次 十 1978。 


练 习 


《23) 已 知 民 是 一 个 整数 ， 癌 玉 取 何 值 时 下 列 方程 组 的 解 
都 是 正 数 ? 
人 +7y—-K=0 
2 GY= 20 
(24) ,x— y+z2=107 
3x+3y=505 
求 方程 组 整数 解 的 通 式 ， 并 计算 它 有 多 少 组 正 整 数 解 。 
(25) Sx+6y -22=22 
z ox + BYy— Oz= 08 
求 方 程 组 的 一 切 整数 解 。 
(26) | 2* + Y= 53 


4 y+ 5 三 104 





bz+r7w= 135 
求 方程 组 的 正 整数 解 。 
(27) 求 一 最 小 正 整 数 ， 它 被 19 除 余 4， 机 11 除 祭 1。 
(28) 一 个 自然 数 与 3 的 和 是 5 的 信和 数 ， 与 3 的 莽 古 6 且 
倍数 ， 这 个 日 然 数 最 小 为 几 ? 
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(29) 学 校 里 进行 学 习 竞 赛 ， 优 胜 者 奖 给 各 种 学 习 参 考 读 
物 ， 此 分 三 等 。 如 果 一 等 奖 每 人 发 5 本 ， 二 等 瞻 凶 人 发 3 本 ， 
三 铸 奖 每 人 发 3 本 ， 共 要 34 本 。 如 果 一 等 奖 每 人 和 长 6 机 ， 二 
竺 奖 每 人 发 上 本 ， 三 等 奖 每 人 发 1 本 ， 那 末 只 要 28 本 。 问 这 
次 竞赛 得 一 等 奖 、 二 等 奖 、 三 等 紫 的 各 有 儿 个 人 ? 


六 、 中 国 十 代 …… 些 
不 定 方程 问题 名 


有 了 解 一 次 不 定 方 程 组 的 知识 ， 我 们 就 可 以 采 解 起 古代 
# 算 经 ”了 上 提出 的 玫 个 癌 题 。 

1. “五 家 共 并 ”:， 五 家 合用 一 口 井 ， 务 家 镁 水 的 绳子 
不 一 样 长 ， 而 及 都 大 短 。 井 的 谋 度 等 于 申 家 强 长 的 2 倍加 上 
乙 家 的 绳 长 ! 或 等 于 乙 家 强 长 的 3 售 加 上 两 家 的 弧 长 ! 或 等 
于 再 家 绳 长 的 4 倍加 上 了 丁 家 的 绳 长; 或 等 于 丁 圭 绳 长 的 5 倍 
加 上 上 成 家 了 赂 强 长 :或 等 于 成 察 强 长 的 6 倍加 上 四 家 的 绚 长。 
加 上 首 识 窜 稍 了? 各 家 强 长 是 多 少 ? 

没 并 深 为 忆 个 单位 长 ， 种 家 总 长 分 别 为 02，5，5，d,e 个 
单位 长。 则 可 得 到 五 个 方程 。 


i w= 2a+) (1) 
w= 3bre {2) 
lw=Actd ( 3) 
[wd+e C4) 
et (56) 
由 (1) 式 得 #8=w 一 2a (6) 
(C6) 式 代 人 人 (2) 式 c=69-2w (7 ) 


也 


(7) 式 代入 (31) 蕊 d=0w-248 (8) 

C8) 忒 代入 (47 式 = 1T20a -44w (日 ) 

(9) 式 代入 (5) 式 得 : 265w -7219=0 

这 实 消 去 了 了 5，c，d，e 因 个 求知 数 ， 成 为 二 元 一 次 不 定 
方程 。 解 之 ， 并 顺 次 代入 (6) (7) (8) (9) 各 式 ， 得 

w=72]K, a-265K ,b= 191K ,c= 148K ,d= 129K, 

e=76K 

这 里 大 为 参数 ,由 于 并 深 与 强 长 均 为 正 整 数 ,党 取 太 =1， 
得 井深 ?21 个 单位 长 ， 甲 家 绳 长 为 265 个 单位 长 ， 乙 家 绳 长 为 
191 个 单位 长 ， 闪 家 绳 为 148 单 位 长 ， 了 本 家 绳 为 129 单位 长 ， 
成 家 强 为 76 贡 位 长 。 

取 六 =2, 3 时 ， 可 得 许 许多 多 以 至 无 限 的 和 解 ， 但 实 
际 . 上 井深 是 有 一 定 限 府 的， 所 以 值 在 实际 上 是 有 限制 的 。 

2 。 “ 物 不 知 数 ”,“ 介 有 物 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 余 二 ; 
五 五 数 之 余 三 : 七 七 数 之 余 二 ， 问 物 几 何 。?” 

设 物 的 数 日 为 六 ， 按 题 意 列 出 的 方程 有 三 个 ， 末 知 数 有 
四 个 访 ，a，5，c， 艾 为 正 整 数 ， 


N=34at+2 C1]) 
=56+3 (2) 
| 《3) 
先 消 去 总， 得 
5b- 30= —1 (4) 
人 (5) 


许 消 去 5 得 ; 7 一 32=0 
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d= 7K, (C6) 
解 出 ,j。 《KK 为 台数， 
全 一 


| 《¥) 

代入 《和 )》 式 得 ;565 一 21K = 一] 
p=21F,+4 {BB) 

解 之 ， { (KK 为 整数 》 
KI=5K,+1 (9) 


尾 (18)》、(9) 式 代 人 13》、(6)、(7 了 7) 式 ， 得 

N= 105K ,+ 23: (a= 35 必 +? c=15K:,+3). 

昌 为 * 物 不 各 数 ” 题 整数 解 的 通 式 。 

当 太 ,= 0 时 , 兴 = 23 为 最 小 严整 煞 解 ， 就 起 《 孙 于 算 经 》 
上 所 载 的 舍 染 。 

从 上 面 的 通 式 中 还 可 得 六 = 128 ，233，338，。， 者 是 实际 
可 能 的 答案 。 但 长 : 的 拒 不 可 能 无 穷 大 ,总 有 一 修 实 际 多 许 明 
江 转 ， 省 则 二 三 数 之 ”要 数 到 什么 上 时候? 

3， 百 鸡 题 ”;， “公鸡 一 只 全 钱 五 。 母 鸡 一 只 翰 钱 三 。 
小 鸡 三 只 慌 绕 一 。 今 有 一 百 钱 ， 莫 买 鸡 一 百 上 只。 其 中 公鸡 、 
苹 鸡 、 小 鸡 者 有 ， 上 四 各 洋 几 只 ? ” 

说 世 东 的 一 下 肉鸡 中 ， 公 鸡 为 x 只 ， 导 鸡 为 y 上 只 ， 小 鸡 
为 z 上 只， 出 

(“+ Y +2 100 (1) 


I 


(yay a = 100 《2 


将 人 2) 式 滋 以 3， 头 去 11) 式 ， 消 去 #*。 得 
r+Aiy= 100 
按 连 分 数 车 和解 之 ， 得 


4 届 


= -K-100 
| (KK 为 整数 ) 
v=7R + 200 


从 和 估 (11 得 2 = ~ 3 区。 


| 100 一 4 > 


宙 于 7 天 二 2007>0 
(an 


解 得  - 287 <K < - 25 


内 能 取 于 为 一 26, 一 27， 一 上， 凌 得 (x*， sy z) 一 组 正 怠 
煞 解 ， 

(4，18，787，(8，11，817，《12，4。，84) 

所 以 此 题 有 三 种 本 能 。 基 一 为 公鸡 4 只 ， 几 鸡 18 只 ， 小 
78 只 。 其 二 为 公鸡 8 有 内， 母 鸡 11 只 ， 站 汽 81 只 。 其 二 注 公 
光 12 只 ， 嫩 双 4 只 小班 84 只 ， 

率 题 车 以 第 二 节 竹 带 的 方 然 解 ， 也 可 以 ， 此 时 通 式 为 ; 

1 
“yy 二 一 7 了 KK +25 《下 ”为 整 妇 ) 


之 一 3 只 十 了 5 


如 以 天 = -站 -六 代 搞 ， 即 得 前 通 坟 。 因 此 实质 革 二 
小 通 陈 征 一 翌 的 。 

下 而 是 岂 道 古代 的 不 定 方程 问题 ， 诬 者 有 兴趣 可 以 试 一 
让。 





| 


经 本 


(3 站 会 元 1372 年 ， 产 蕉 编 的 《 通 怕 秘 法 》 中 有 一 道 穿 钢 


钱 的 河 巅 ，“ 今 有 散 钱 不 知 其 数 ， 作 七 十 七 隔 窜 之 ， 欠 下 十 
洪 鱼 ; 厂 作 七 十 和 八 卫 罕 之 ， 个 多 不 少 ，。 间 钱 数 若干 。” 汪 民 
的 钱 吓 加 形 的 锻 质 硬币 ， 中 有 方 筷 ， 可 一 榴 析 窜 起 来 。 

(31) 历 史上 民间 曾 广 泛 广 传 的 “ 百 恒 题 ” 是 这 样 的 , “一 
碧 钱 飞 一 怕 只 蛋 。 势 重 、 锡 蛋 、 鸡 蛋 都 有 。 执 重 五 钱 一 个 ， 
上 胸 咎 三 钱 一 个 ， 鸡 蛋 半 钱 一 个 。 问 一 百 只 仆 中 执 重 、 有 鸭蛋 、 
鸡 蜡 各 有 几 只 ? ” 

(32) 杨 趴 的 《< 刍 十 摘 麻 算法 了》 〈]275 年 ) 中 有 一 题 为 ， 
二, 数 余 一 ， 五 数 余 工 ， 七 数 余 三 ， 九 数 余 四 ， 问 本 数 。?” 


学 2 


七 、 多 元 一 次 不 定 方程 


我 们 先 来 研究 一 种 特殊 拱 式 的 三 元 一 次 不 定 方程 移 正 整 
数 解 ， 
dx + hyv+cea=d 
其 中 a，h，c，2Q 部 起 下 整数 ， 且 4，，c 豆 质 。 
从 二 元 一 次 不 定 族 程 可 以 推 知 革 雹 一 次 不 定 方 程 当 a， 
p，c 有 大 王 1 的 公约 数 乓 时 ,如 Cd 无 琵 公 约 六 ， 则 方程 无 至 数 
解 。 才 d 普 有 约 数 上 ， 那 末 遂 过 将 方程 各 项 除 渤 下 ,总 可 得 到 
xi 2 2 的 炙 数 无 大 于 1 的 公约 数 的 三 元 一 次 方 伍 。 所 以 我 们 ] 
只 机 本 伦 s，p，c< 吕 质 的 展讯 。 
这 4，b，C 二 者 中 cc 最大， 者 末 z 的 可 取 值 郊 辕 为 
tse de 5- -2 
有 ax + dy=d— cz= uy, 
由 于 z 的 煞 值 有 限 ， 获 对 站 sz 风 数值 志 有 限 ， 今 取 z 的 值 
为 =i， zsny 得 对 应 的 Mi， tart 央 
如 对 同和 有 axX1+ By1= 
2 了 有 axs + by = us 


zn 对 习 有 dxn yn = ln 


学 了 


蕉 天 个 二 光一 演 不 定 方程 ， 将 它们 全 部 解 出 ， 斌 是 原 三 
元 一 次 不 定 方程 的 正 整 数 解 。 为 : 
jis EI» Mil 


iy Nts Vie 


Lon Nals Vey 


是 时 人 于 二 灶 时 下 下 


Rj Xnls Vnl 


Any Nn Vn? 


由 上 可 久 ， 当 gd 完 分 大 时 (dat 5+c) ， 三 元 一 次 方程 
ax +by+cz=d 有 下 整数 解 ， 且 和解 的 组 烙 有 限 。 


如 末 包 括 “ 老 ” 解 ， 显 然 仍 为 有 限 和 解 。 当 d = 0 时 , 有 唯 
一 非 负 整 数 解 : 


T= Y=2=0 
例 19 求 3x+2y+8z=40 的 正 整数 和 解 。 
解 ，z 的 取 租 范围 为 


Hz<d| 1 32 | 十 


二 是 ?1 三 1， 3x12Y1==32。 此 有 时 (wj，Y1) 有 五 组 
正 于 数 和 解 ，(C10; 27， 08，4)，， C6, 7) (4， 10): (2, 13})。 
22 = 2 IX + 2 = 24, 此 时 《xs*， ya 有 二 组 
下 更 狐 解 ， 6，3)，(d，67， (2，9) 。 
zs=3，3xaf3ys=16，。， 此 时 (x%s，ya) 有 二 组 
学 学 


正 整 烙 般 : (4，3])1， (2，5) ， 
z4=4，3xs+2y4= 16。 此 时 (xs，yeo 有 一 组 
下 整数 解 ，{2，1). z 

总 之 ，x。， ys 2 共有 11 组 正 整 数 解 为 ; 

io, ly 1), te, 4 1) ,Bs 7 1) ， (td; 10, 1), 
(C2, 13: 1)s ts, 3 2)» 《dd 6 2), (2 9, 27; (4, 2; 
3 (2 bs 3), (2 1]， 4)., 

从 上 比例 可 以 知道 ax + by+cz= dd 交 正 整数 解 或 包括 零 稻 
的 非 负 整数 解 虽 然 有 限 ， 但 往往 解 的 组 数 非 常 之 和 多。 是否 有 
因 法 知道 这 种 方程 正 整数 解 或 非 负 整 数 解 的 组 数 呢 ? 我 们 用 
无 穷 递减 等 比 级 数 来 探讨 。 

设 ; 不 定 方 程 ax + 8yt+c2=9 (9， pe， 是 互 质 焉 整 
数 ，a 基 非 负 整 笋 ) 有 正 整 数 解 C(x， 3 31) (Xz ya 22) 
其 中 ga 

次 设 ，0< 之 9 之 1， 则 gr 过 1。 

了 网 “1 2 为首 项 ， 和 为 公 比 的 无 穷 递 诚 等 比 级 数 的 和 第 


1 
-一 一 一 - 有 
To | 





] | T= 1 +o Trot go i ds 
一 全 


同 祥 地 有 ， 


| bh 2 
一 十 二 
1-o 1 


h + 西 二 时 十 gr 十 咎 由 中 


Ti i 十 ¥" 中 他 咱 ， 埋 和 二 十 可 十 ma 


虞 写 


将 三 式 二 过 分 别 相 苑 ， 

人 1 
Fa 
+ 人 二 

将 而 到 乘 出 米 ， 整 姓 得 

有 过 = 1]+ Ao + dg2+ef da tr" 

由 于 ax +5v+cz=d， 在 三 式 相 钱 中 尖 : 


Ctyb tae 一- oa, ett ybtee - gd, 


可 知 最 后 9 的 系数 44 即 是 下 定 方程 ax + by + cz= az 的 
非 负 整数 解 的 组 数 。 因 上 列 各 式 首 项 < 1” 作为 9' “或 9"* 或 
8“ 故 4 所 表示 的 解 的 组 次 是 包括 “党 ” 解 在 肉 的。 

这 个 推算 方法 也 适用 于 二 元 一 次 不 定 方 程 和 二 元 以 上 的 
一 次 不 定 方 竹 ， 但 在 实际 计算 中 . 相应 系 烙 4 的 求 得 是 比较 
复杂 的 。 

例 2 各 求 x+2y+11z= 100 丽 下 整数 解 的 组 数 。 

解 ， 移 项 成 *+2y= 100- 11>。 这 里 a= 1， =2。 

设 < +23=u 0<q 芝 1， 届 为 正 上 整数) 

按 上 上 上述 方法 ， 服 

__ - 上 .mr . 下 _.._--_，- 

(1-odtl-aq) (dd-aytl-o’) 

= (1 + 


一 ] 十 ir 十 A 十 see 二 A 人 


*E 


入 了 求 具 后 的 么 狐 4 下 而 进行 要 搞 。 


] ] 


1-g +9) 


{1-0 (1 oi) 





这 ni 六 ! (9) 


-- es -. -. 二.…- .一 . 十 ,. 一 
1 一 LA+O) 1+9 1-9 (1-o9)” 


-和 / 
由 下 十 十 
lt -oe (1-0)” 


= RU T+ 


CJ] + ola 


+a (lg) 
写 《 2) 式 左边 的 原 式 比 税 ， 笠 


人 


g++ (一 227 十 上 人 十 【7 十 投 十 1) 





7 一 2 十 二 站 





十 下 二 一 


1 1 1 
: 2 = 革 二 一 一 一 .= 
解 之 mt . 了 2 
代入 (2) 式 。 
-.。 。 1 - .--. A 
{1-0 {ltoy 
1 ,， 1 ,1 


4C1+o dd-9 20 -0 
三 = 1 .i 一 富 +97— + 中 i Le 十 “ee | 


A 


|- 1 {| t+oto” rc 半日 + a" -LL aar ) 十 、 f 二 二 好 十 oa” 3 十 oa" 


| 


et to + f 写 》 
上 归 了 es- on， 针 较 0C1033 二 起 ， 可 距 537 式 中 乓 项 
的 对 柳 名 二 态 为 不 定 广 积 x + 2y= #4 的 推 仙 整数 解 的 组 数 。 


(37 忒 中 -Li tg ++] 项 内 gr 的 系 
上 1 -hn 
是 ---{ 一 1 
A j 


~ Tro + 项 内 人 的 系数 足 -。 


f 二 站 寺中 十 a 士 好 十 ee 外] 十 好 十 如 十 生 站 村 十 如 ”二 ram) 


ky | 


项 办 "的 系数 可 将 几 秉 的 .1.4 二 Et 


其 ar 项 章 系 数 相 加 得 到 ， 即 此 9 的 系数 为 -tw + 1。 


- nl ,l,l 
= 本 ,一世 ] ) | 4 + 让 二 》 

这 围 包 仿 有 过 和 解 。 因 六 100 一 11z 关 0， 圾 4# 王 9， 妈 x， 
不 能 加 时 为 0 。 


当 x = 0 ， y= 下 1 为 苛 狐 ， 无 整数 其 。 4 六 惕 数 ， 出 


有 一 解 。 也 就 是 当 x=0 时 ， 有 -一 组 解 。 


学 导 


下 =0 时 ，<%= ay 总 有一 解 。 
打 忆 二 +232=4 的 正 坚 煞 能 的 组 略为 |; 


4 
2 


| 十 【 一 下 各 


= -1 
4 4 


2 


= ， [28 一 3 一 (= DD" (5) 


四 于 0<z 区 | 二 二 = 8， 将 z 的 信 列 表 各 请 





得 对 应 的 4 慎 逐 信人 代入 {5) 式 ， 半 衫 加 。 


I { [2x89-3+1]+ (2x78~3-1] + 


t+ 2x12~3-1] } 


+ 


= 二 [4x 于 x8—=24]=196 


所 记 x 372+i2=I00 有 196 组 正 整 数 解 。 

上 董 讨论 人 的 是 三 元 一 次 不 定 方 程 ax+by+ cx=d 当 
t，b，c，d 为 正 雍 数 时 的 正 整 数 解 ， 或 4 为 非 负 整数 时 的 
韭 负 整数 解 。 

现在 我 们 进一步 来 求 较为 一 般 的 三 元 一 -次 不 定 方程 的 束 


4 


归 解 。 
nx+ ovtitca=d 

ao，m，7 品 回 数 ， 最 人 公约 数 是 1，d 四 示 整 数 。 

世 阵 至 过 解 的 通 式 林 以 访 归 第 二 节 艇 二 汇 一 歼 洒 定 方 各 
时 十 过 的 有 总 态 泪 灾 求 行 。 

例 21 求 25x 一 138y ?2=4 鸭 贞 数 和 解 。 

洗 ， 方 种 25x 一 13 二 ?2= 以 其 xy 的 未 笋 由 最 小 的 
一 个 了 来 除 ， 并 将 整数 部 分 分 离 ， 求 出 z。 


0%+ti3y+4 
7 


二 


7 
出 于 x ;yz 均 为 粮 数 ， 形 式 上 的 分 数 部 分 实质 上 也 足 整 
数 。 


设 和 i = (为 恒 数 ) 


则 得 4x 一 6 一 4 了 = 0。 
仍 按 此 法 ， 以 x，y， 广 的 系数 中 基 小 的 4 来 除 方程 取 的 
各 预 ， 关 求 出 x， 分 岛 整 数 部 分 。 得 
2 CB 


再 设 3 = +，(4, 为 整数 
y= 2 a3) 


3 办 


波 后 设 = 和 (4 为 整数 ) 得 二 = 24， 
代 信 【37 这， 得 Y= 21, 一 3f， 


料及 和 村 窟 达 蕊 代入 (3) 蕊 ， 


i , 
忒 一 -1 全 十 21. 十 | 下 和 i - 加 加 人 上 本 | 


将 xy 的 表达 式 代入 51)》 式 并 整地 得 
一 一 了 1， 一 总 :一 对 
于 夸 原 克 一 次 不 定 方 程 束 数 解 的 通 蕊 为 
| X= Jt ~“t+1 
| y= Cfo，1s 轩 整数) 
| = ~ "Tis ~ 2 —3 
这 里 去 和 右 古 二 个 整 值 登 数 。 对 于 繁 一 整数 对 (人 5， 如) 
有 一 适合 原 力 程 的 整数 组 x， 间 与 之 对 应 。 与 一 元 一 
到 不 定 廊 程 整数 解 的 通 式 相 比 多 了 一 个 参数 ， 
共生 要 求 方 程 的 缮 整数 解 ， 则 ，, 沉 请 是 小 等 忒 组 : 
| 3 — t+1 0 
+ 2t, 3to >0 
| Tis ~ 2 一 3 2 站 


这 得 有 玉 到 解 二 元 一 呈 林 各 了 趟 组 了 。 今 解 之 新 下 、 
了 < 十 ] 
局 
控 fo a 1 
fa 


sy 


1 当 《35+1) ， 号 和 和 -一 “二 3 三 者 中 (3t,+1) 最 


2 
小 时 ， 
{ 3 十 1 之、 <4, 
| (为 整数 ) 
3 十 [二 一 
和 解 得 is 一] 
EH 加 <3f +1。 
2" 当 三 者 中 到 小 时 ， 
» 
Si +1 
tt, 为 整数 ) 
一 了 一 3 
- ee 
3 
bbZ> -六 
解 得 ， 
9 
is 一 卫 . 
< DE 


无 整数 适合 ， 此 种 情况 不 成 立 。 
3° 二 最 小 时 ， 

Th, +1 

Ct 为 更 煞 ) 


一 和 3 
2 3 


解 得 丰产 0 


3 


此 时 6<< 


{ [as 一 ] ff 由 
所 以 家 满 是 或 
To Bti+ | \ i 一 


的 整数 对 (fz, fs) 做 人 通 直 ， 有 筝 之 ， ss zf 下 整 郊 解 。 
前 面 的 人 秽 (20) 也 可 出 这 个 方法 来 解 ， 得 到 的 到 数 角 通 


pF 
| 
y= fi- 11ts+ 50 《有 为 整数 ) 
a 
共 正 整数 解 上 只要 取 渍 足 


| —2-11=87 


fi Sti + 50 
i a a 
2 ti 1 


_ 


的 轿 狐 对 {fi，4》 代 入 通 匠 肥 可 。 如 前 计算 共有 有 19 组, ( 注 
营 ， 在 0 到 87 辣 纪 的 志 值 ， 不 一 定 有 整 倘 二 与 之 对 应 。 如 让 
t= 85 则 43<< 关 <431， 无 一 整数 合适 ,此 种 情况 应 仿 
去 ) 

将 上 述 有 痪 方 恋 指 而 请 之 ， 可 以 求 得 区 无 一 次 不 定 方 得 
QI + ta +n 的 驱 数 解 道 式 这 电 1， 
art 是 更 煞 ， 节 天 合约 著 为 1， 汪 也 荐 束 煞 ， 

= Uys "Py Gn 国人 公 于 绕 民 六 1 HY， 让 无 此 和 区 痕 ， 


2 


则 不 定 万 程 无 整数 解 。 兰 口 电 有 此 约 迷 、 风 可 将 万 名 各 天 人 近 
除 避 天 ， 姑 而 得 区 和 藻 开 徐 数 购 形 大 公 芍 缴 下 工 的 一 雇 不 定 方 
程 。 

例 22 求 21x, + 12xs: 一 6xs 4+ 9x; 二 6 的 至 数 解 的 道 式 。 

解 ， 原 方 各 省 项 系数 有 公约 数 3 先 约 去 之 ， 战 为 

TE 2X dN 

然后 运 册 前 述 方法 ， 以 末 知 数 系 数 中 最 小 的 2 去 失 务 

项 ， 求 出 xs， 并 分 岗 其 整 狐 部 分 。 


_ ， 区 中 半 
Xs X11 


Eh 和 和， 
证 = (4! 为 整数 ) 
得 x1 二 XX = 2 
六 议 区， = 1 (二 为 驻 数 ) 
得 XxX1= 2 —t; 
碎 x 训 的 才 夺 式 代 人 {1 ) 式 。 得 

Xe = Bt — Sts + oxy tt 一 [二 机 

= 7 — 21,+2Xo — 1 

设 xr = fs， (is 为 整数 ) 代 人 上 式 。 


Xa Th ~ 1s + 213— 


于 是 得 硕 四 元 一 次 不 定 旋 程 整数 解 的 通 式 为 


xy = 7 — 2t; + wts— 1 
Xs 二 二 


$4 


此 解 依 列 于 二 1;，ts 三 个 整 值 参 数 。 如 取石 = i, 可 =2， 
f= 3 则 得 x1，xs Xs 34 的 一 组 整 烙 解 为 (03，8， 
2). 

一 般 地 ”元 一 次 不 定 方程 ， 如 果 只 有 一 个 方程 ， 则 其 整 
数 解 的 通 式 需 依赖 于 《1 一 1) 个 整 值 参数 。 

例 235 一 个 正 整 数 ， 如 果 用 九 进位 制 表 示 出 来 , 则 成 
制 求 出 这 个 正 整 数 。 《1975 年 美国 纽约 数学 竞赛 题 ) 

解 一 ， 设 用 十 进 制 表示 的 这 个 正 诺 数 为 x。 按 题 蕊 ， 


0A+98+C=7 C+7B8+.4 {1) 
从 (1) 式 整 弄 得 ， | 
0A+B=24C (2) 
(2) 式 中 404 与 24C 有 公约 数 8， 今 以 8 除 (2) 耻 各 项 
但 ; 
3C -54 (3) 


国安 边 3C - 54 为 整数 ， 所 以 8B8 必 半 外 8 整除， 总 为 0 
或 8 。 按 题 日 要 求 0 所 8 之 7 {否则 七 进 制 数 C84 就 不 成 立 
了 》、 同 此 了 只 能 是 0. 
辣 样 0 过 4<7， 0 有 CC<7 4， 下 (不 能 同时 为 D 。 
从 
30-54=0 
a A=3 C=5, 
以 所，B， 世 之 值 代 人 (1) 式 ， 得 
x = 248 


5 9 


折 卫 ， 这 修正 整 禾 用 十 进 制 表示 山 灶 是 248. 
解 二 ， 社 获得 解 一 中 的 42) 式 后 ， 可 先 求 其 整数 解 的 通 


这 B= (三 为 整数 ) 
民 人 (2) 式 ， 以 24 除 各 项 ， 并 解 出 C。 


C= | 十 164 + 
全 


设 44 = t, (ts 为 整数 ) .得 ， 


16A+ti=2ds, A=ts+ 一 站 
16 
设 -ts (4: 为 整数 ) ， 得 ， 
gt —t,= 16ts, ts= 2ts + + 
设 “站 ft (4 为 整数 、 得 ， 
ti= 8t, 
再 按 岩 倒 代 上 去 ， 得 
六 一 13 二 
(人 4 
B= 8 (fs ,1 为 副 值 参数 ) 
四 Bf, + 2t, 
由 于 4， 号 《都 是 0 至 6 间 的 整数 。 
击 0 =:8fusss 6 
可 得 = 0 


26 


再 出 0 51s + 2 = 51s<<6 
H 知 = 人 0 或 1， 
但 1 二 同 为 0 上 时; 4， B,C 金 为 0， 与 题 人 次 不 和 罕 。 故 知 


fs= ]， f= 人 D 


于 是 4= 3，B8= 0， 亿 = 5 ,得 这 个 正 整 数 用 十 述 制 表 
未 为 248。 
又 解 二 求 芝 数 解 通 式 时 ， 世 可 设 上 旦 = 8 (i 为 整数 ) 
代 人 (2) 式 得 ; 
3C-54=1 
按 这 分 数 法 解 之 。 


这 里 项 数 #= 4，3 的 前 一 近 数 了 = 十， 
8 9 也 
C=SBEK +2t 
得 道 式 人 ( 攻 ，1 为 整数 
A=3K +t 
例 24 有 上 以 最 快 的 速度 外 甲 业 到 乙 期 ， 早 晨 出 发 步行 
划 火 车 站 ， 薪 快车 ， 王 车 后 接着 又 乘 直达 汽车 ， 当 天 下 午 舱 
到 了 目的 地 。 他 算 了 一 下 一 足 上 步行 的 时 间 ， 乘 火车 的 时 间 
和 敢 汽 车 的 上 时间， 按 小 时 计算 恰巧 都 吓 整 数 。 已 知 二 地 跳 程 
为 524 公里 ， 步 行 平均 速度 为 每 小 时 6 公里 ， 火 车 平均 速度 
为 每 小 时 74 公 里 ， 汽 车 平 询 球 床 为 短小 时 42 公 里 。 问 此 人 步 
行 ， 乳 火车 ， 乘 后 本 各 用 了 了 多 汪 小 有 时? 
解 一 ， 设 此 大 从 四 到 乙 捧 行 * 小 时 ， 乘 火车 小时， 冬 


3 


汽车 z 外 时 。 由 
站 关于 A die 2 


省 项 有 公 2 和 了， 化 说 破 
BX I37V+212= 262 


过 0 ye [2.3721] 


取 yi=1， 得 3xi + 212| = 225 (C1) 
3z 二 2 3xs + 212, = 188 (之 ) 
Ys=3 SXat 2123 = 1o1 【 3) 
3 二 dX4+ 212, = 114 人 
Vs = 0 DXxe+ 212s = 77 (5) 
46 二 个 dXet 212; = 0 { 本 


由 于 Y,.z 的 系数 有 公约 数 3， 而 188，151，77，40 抱 此 
其 方 程 (1) 各 项 除 以 公 参数。 


共 ] 十 了 它 ] 一 了 各 
Xi 一 了 5 一 ?下 | 

{ CK 1 为 整数 ) 
1] 三 |] 


十 是 Xi+ YI1+ z= 76 6K 

由 于 此 太古 当 无 到 术 目 的 地 ， 总 共用 的 时 间 少 于 24 小 
时 。 取 并 = 1，2，3，…，， 9 上 时， 都 不合 题 意 ， 

到 不 ;= 10， 得 x，y，z 一 组 正 丈 数 解 人 5，1，10) 

K | 不 能 大 于 10， 否 则 * 为 代数。 

同样 地 从 方 程 (4) 香 项 约 去 3， 成 为 


二 
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xz ] 


竺 于 (KK; 为 整数 ) 


-一 
二 号 一 了 


取 乓 := 4， 0 得 二 玫 江 加 玫 和解 ， {0 


小 面 一 组 艇 上 妃 友 用 中] 1 出 他 别 办 ] ] 5 » | 8 小 时 ， | 2 小 


时。 前 看 二 组 解 路 三 记 的 时 间 统 长 ， 实 际 二 研 较 符合 题 癌 的 
征 举 一 组 解 。 即 此 大 有 从 甲 到 马路 上 步行 3 小 时 ， 乘 炎 竺 二 小 
叶 ， 潍 汽 帮 由 由、 时 - 


解 二 ， 本 例 相 可 先 求 册 和 天 合 方程 3x* +37y+21z = 262 的 


一 切 蜂 数 艇 的 通 式 . 


变形 xx=87 一 12y 一 7z+ 2 (7) 


议 -3 = 上 即 y= 1 一 30 下 区 = 二 下 束 数 ) 


代入 577 了 基 ， 得 通 式 
* = B37 Fils + *b 





“y= 1 -3 
之 二 
其 正 整 烙 和 解 湛 满 足 不 合式 组 
| 371 ~— 7 + 7570 (&) 
4 | -30>0 (9) 
1 > ©10) 
从 (8) 式 解 出 


了 入 


< tt ?5 


入 控 (10) 式 得 
get, < (11) 
下 375 0 
Fa 
解 得 ti 2 


其 从 (9) 式 知 在 < 
Brill 一 2 0 


取 tj = -时 ，0 必 bh 


无 整数 适合 ， 即 不 存在 整数 1;. 
取 站 = -1 时， 仍 由 (11) 式 得 二 = 1,2,3,4,5。. 有 五 组 解 ， 
x=3] ,24d,17,10,3.， 
= 1,2,3,4,5. 
取石 = 0 上 时， 天 可取 1,2,3， 10， 得 十 组 解 ， 按 xz 各 自 
成 等 差 级 数 的 业 庄 写 出 为 ; 
{ x=68,61,54; "12, 5 
y= llyrloely1l 
| z=1,，2，3: 10 
田 题 医 x+y+s12 (小 时 )》 
所 以 比较 合 题 的 将 案 为 此 人 有 从 甲 到 乙 步 行 3 小 时 ， 乘 火 
车 4 小 时 ， 末 旋 车 5 小时。 


名 习 


23) 
tA 
35) 


{36) 
(37) 
(38) 
(39) 
(40) 
(41)» 


张 习 


求 拓 合 上 方程 ?x +9*v+ 22= 所 徇 所 有 下 瞎 数 解 。 
求 13x+6y+9z=83 鸣 正 整 数 艇 . 
计算 不 定 方程 2x + 21y+2=100 的 正 整 数 解 的 组 


求 -5%-4y+32=10 边 数 解 的 通 式 。 

求 12x+y-1llsz= 10 整 数 解 的 通 式 。 

求 6x -5y-~3z= 1 整数 和 解 的 通 式 。 

求 7x+8y+10z+12w=62 的 正 整 数 解 。 

洪 5x1+4xr 一 ?x 一 3x4 = 5 的 连 数 解 通 式 ， 

有 一 块 184 殉 重 的 台 金 ， 钙 若干 冬 块 ， 钢 块 ， 钊 声 


溶 合 而 成 。 已 知 锋 块 每 块 重 最 为 24 克 , 铜 块 每 块 重量 为 16 克 ， 
儿 块 每 块 重 基 为 11 克 。 问 三 种 合金 各 应 取 几 整 块 才能 熔 合 成 
这 么 一 块 合金 ? 并 求 出 合金 中 锋 、 钢 、 镍 的 重量 比 。 

(42) 有 三 种 书 ， 每 本 价格 各 为 3 角 、5 角 和 4 和 角 。 小 王 手 
头 共 有 2 元 7 角 ， 想 买 这 三 种 书 各 若干 本 而 使 钱 数 正好 用 完 ， 
茶几 种 尖 牙 ? 


三 


八 、 一 次 不 定 方程 在 线 
性 规划 中 的 应 用 


多 元 一 次 永定 方程 给 的 应 用 非常 广泛 ， 例 如 在 规划 论 
中 .就 经 弟 会 通 到 评 许 多 和 多 的 椒 定 方程 。 在 这 一 布 里 我 们 分 
绍 一 些 不 定 方程 在 线性 规划 中 的 应 用 。 

例 25 制造 某 一 机 床 时 ， 竹 和 台 机 永 需 要 甲 、 书 、 两 二 种 
不 区 尺寸 的 轴 各 一 根 。 其 长 论 规 档 分 别 为 3.35m，2.15m， 
1.7mm。 这 些 辆 的 横 截 面相 车 ， 可 用 同一 种 图 钢 来 截取 。 已 知 
这 种 图 钢 的 长 度 是 8.4m、， 现 在 要 制造 100 台 机 康 ， 最 少 继 用 
多 消极 这 样 的 网 铅 来 得 轴 ? 如 倒 截 法 最 省 料 ? 

首先 我 们 分 析 一 下 ， 一 报 8.4mr 长 的 圆 钢 截 成 甲 . 志 ,十 
三 种 机 轴 ， 有 多 少 种 戴 著 ? 每 种 截 靶 的 莘 寺 作料 大 多少 ? 刚 
大 如 下 : 


最 二 全 中 | 中 种 根 数 | 乙 种 根 数 | 丙种 要 数 














【了 和 7) {2 1) \ 了) 
| 2 | 0 1 
(a 本 四 3 
(3 











( 续 表 ) 


1 


Er 时 种 要 数 | 乙 种 根 数 | 丙种 视 数 | 剩 ， 村 
| 和 入 385 | .15m) | Tm) | dm) 





ee le ET -= ,=- 上 


《8 0 加 本 3 1 4.25 
和 一 





] 


9 | 2 0 了 





-| 和 





从 此 家 可 见 截 法 (3) (4) (7) (8) 剩 料 赤 多 不 经 济 ， 今 到 截 
法 (13(2) 05) (6) 加 过 拱 卫 ;使 由 志 , 丙 三 种 机 轴 配 成 100 套 ， 
比 此 用 料 最 省 。 

区 用 鹤 尖 5 截取 的 8.4m 长 的 圆 钢 根 数 为 %， 同 样 设 用 
堆 法 12)55) (6) 和 截取 的 贺 银 的 根 数 各 为 Xz ,Xs ,Xi。 


这 样 甲 种 机 轴 汐 ”2xi+ x = i100 (C1) 
已 种 机 轴 海 ”2xw2 + 3% + 2x4 = 100 (2) 
两 和 神 机 轴 为 xi 二 244 = 100 (3》 


这 里 昼 ;x ;Ya; 为 非 全 璇 数 ， 

题 首 要求 出 料 最 省 ， 即 二 和 +xa+x 最 小 ， 在 线性 规 
划 叶 称 y= x+xa+xs+xi 为 目标 顺 数 ， 

解 上 亩 鸭 不 定 方 程 ， 以 (人 2) 并 上 城 去 (3) 芍 缘 


-XoX; 十 避 X55 二 他 (4) 
特 ( 拉 忒 环 人世 2， 开 吉 上 11) 式 得 
jxy + dxs = 100 《9 


解 45j 趟 .得 


3 


x» = 100~ 41 
人 《在 为 整数 ) 
%a 一口 有 一 100 
{A 和 A(R = 2 
百代 人 :3) 式 ~ 
ri= 100- -2 


命 ia = 2 进行 代 换 ， 邯 得 束 数 解 通 亏 。 
Xl 二 1; 
| Xz = 00 = Bi 
Xs= 0ts — 100 
x4 = 100 =— 7ts 
其 非 仙 整数 解 需 满 足 
4 之 0 ~ 
ji00 - 80 
| -100 完 0 
100 — ?1 这 0 
解 得 ”10 所 fs 过 13 
Mh wt et ret Xa= dfst (100 ~ 8f2) + (1012 ~ 100) 
+ i100 — 712) 
= 100— t+, 
楼 使 目标 负数 取 量 小 慎 ， 则 ts = 12。 
卫 有 时 t+ x 二 x 二 88 人 根 》 
X= d= 8. 
所 以 最 省 料 的 方案 为 将 48 根 圆 钢 近 和 堆 法 (1 ) 和 截取 ， 得 36 
根 徙 种 梳 贺 ，48 根 队 种 机 轴 。 将 4 殷 加 外 按 堆放 (2) 截取 ， 


64 


(fz 为 整数 ) 


得 1 根 币 种 机井 ，8 根 乙 禹 机 轴 。 将 20 根 帮 钢 按 裕 放 1( 5 )? 租 
到， 得 60 根 乙 种 机 轴 ，20 根 丙种 机 轴 。 将 16 根 加 钢 按 截 尘 
(6 ) 截 权 ， 得 32 根 乙 种 机 轴 ，32 根 丙种 机 轴 。 总 共用 了 88 恨 
加 钢 ， 下 好 配 成 甲 、 己 、 丙 机 轴 100 赛 。 

在 王 炎 ， 农 业 ， 商 业 ， 诡 通 运 输 ， 国 防 建设 和 工程 设计 
中 ， 常 党 究 到 一 些 要 求 合理 分 配 ， 全 面 实 排 的 所 十 线 性 规划 
问题 。 这 类 问题 的 解 块 往往 与 不 定 方 程 联系 在 一 起 。 下 面 再 
举 一 个 物资 调运 的 例子 ， 

例 26 甲 , 乙 二 煤 信 供应 4 号,C 三 城市 。 各 煤矿 的 产量 
和 各 城市 的 需要 量 如 表 ， 


煤 六 | 产 量 ( 呈 / 日 ) | 城市 | 需 景 ( 吨 / 日 ) 


do, 


加 | ,00 | A | 100 











-一 B | 450 
Pa 260 Cc 200 








这 求 从 煤矿 到 城市 调运 柑 时 ， 所 花 的 运输 力 最 省 ， 即 总 
咱 公 里 数 最 小 。 

解 ， 设 甲 供给 .4 的 煤 曼 为 2 上 吨 /7 有， 供给 总 的 煤 量 为 
sa 吨 日 ， 疏 给 它 的 煤 量 为 xs 天 日。 


5 


区 先世 供给 寺 陷 煤 量 为 加 上 :日 ， 供 给 号 的 焊 划 为 
了 [日 ， 仁 纺 忆 的 煤 轩 为 >: 号/ 日 。 
护 生 件 往 不 定 方程 组 ， 


Vi 二 00 (C1) 
Xi Yo = 150 {2) 
和 十 Ya 二 之 从 (3) 
A+ Tat wa 200 (444) 
YY 250 (5) 


运输 的 总 吨 公 电 数 为 : 
Dx + FOxo + 100xs + BN + Syst+ HOV Cf) 
上 面 角 方程 数 虽 有 王 个 ， 实 上 质 夺 权 为 四 个 万 程 ， 因 为 
1) + (2) + (3) 一 (4)= (5) 故 六 个 未 知 数 上 只 有 四 个 方程 。 
全 为 辽 数 )》， 于 是 得 解 ， 
,二 
二 二 
xs = 200 — ttl t+ i) 
44 一 TDO0 一 五 
3z = 1950 1 
33 有 十 相 
其 非 负 双 数 解 澡 满足 ， 
由 
ty 他们 
200 — (fi 十 1 站 
100 一 六 来 用 
150 一 这 从 
t+ 


6 


铎 得 站 十 上 08 {7) 


100 (号 》 
Dt 130 {9) 


由 台 佣 代入 (个 式 ， 知 所 需 返 输 力 内 总 吨公里 数 为 ， 

90t + 70 + 20000 = 1000 一 1008 + C8000 = 808) 

+ (9750 一 5658) + (808 — BOF2) 

= 37750 一 1000 + ts) ~ 5i, 

要 使 此 式 值 最 小 ， 需 使 人 二 如 ) 和 本 的 值 最 大。 

从 (7) 式 与 (9) 武 可知 。 全 二 如) 最 大 为 200, 志 最 大 为 150。 

于 荐 二 为 50。 此 时 

xi=50，xy= 150, %s=0, y= 50, y=0, Ys= 200 

即 得 总 他 公 闪 数 最 小 ， 运 输 力 最 省 的 方案 。 就 蕊 煤矿 甲 
年 日 供 纵 城市 4450 吨 ， B8150 吨 ; 煤矿 乙 每 日 供 给 城市 A 50 
也 ,C200 邮 。 

象 上 面 这 样 的 不 定 方程 在 线性 规划 中 是 常 有 的， 往往 所 
把 到 的 不 定 方程 组 ,其 求知 数 的 个 数 和 方程 的 个 数 报名 很 
和 多， 其 至 有 上 珂 个 。 解 这 类 不 定 方程 组 就 要 借 勋 于 电子 计算 
机 了 ， 运 用 世子 让 自习 一 般 几 分 钟 之 内 就 能 获得 狐 果 。 当 然 
线性 规划 是 一 门 新 兴 的 数学 分 支 ， 它 有 它 的 专门 理论 和 特 冻 
方法 ， 如 图 上 作 炎 法 ， 才 上 作业 法 等 ， 并 布 是 不 定 方 程 所 能 
代 迟 多。 


练 习 


(43) 将 长度 为 7. 47 的 塑料 管 ， 礁 成 三 种 规格 ， 短 种 规 


er 


属 的 长 诬 分 踢 汶 2,9m，2.1m，1.5m。 了 各 每 种 规格 各 一 根 ， 
每 这 样 三 想 塑 料 管 骨 成 一 套 。 现 在 要 本 100 套 , 屠 未 至 少 肥 用 
7.4H 长 的 理科 管 多 少 根 ?1 如何 蕉 法 最 省 料 ， 且 截 世 的 次 数 较 
"入 ?了 

1 人 和 有 下 ， 忆 工人 不 祖 食 产地 ， 将 粮食 供应 给 才 ， 瑟 , CC， 
已 四 外 开 方 ， 产 昌 和 需要 县 如 表 ， 


Ws 地 | 产 最 ( 吨 /年 》 


























| 委 地 耐量 CR 秆 ) 
A A 0 
- 0D | BB oo 
| 人 ao 
了 | ao 
粮食 产地 和 销 地 的 运输 路 程 如 才 ， 
疾 一 
产地 
用 80 i100 了 心 BQ 
| Ee TD 0 70 


那 末 如 何 调运 粮食 ， 最 省 运输 力 ， 即 总 吨公里 数 节 小 ? 
《45) 从 产地 大 同 ， 井 际 把 煤 运 往 天 津 ， 德 上 县 ， 有 家 上 庄 的 


二 节 


运费 如 表单 位 ， 元 /了 吨 ) 
Se 
销 地 
人 天 济 
产 志 一 








短 i 


这 是 一 张 产销 平衡 表 ， 表 上 数字 是 单位 时 间 内 的 产销 平 
衡量 ， 不 是 实际 的 产量 和 需要 量 。 
你 能 找到 一 个 最 好 的 调运 方案 而 使 运 帝 最 低 么 ? 


-| 


九 、“ 无 零 公 股 ， 


前 面 我 们 生 究 了 一 次 不 定 方 程 的 和 解 ， 现 在 我 们 来 研究 二 
次 未定 方程 的 解 。 
膀 时 肘 二 深 不 定 方 积 爱 章 是 勾 股 定理 了 。 我 用 数学 出 上 
有 许多 估 册 究 了 义 股 定理 
XY =2 
的 正 整 数 解 ， 且 无 冷 整 数 勾 胜 。 它 的 几 柯 意 关 是 三 边 都 已 正 
整数 的 直角 三 角形 。 我 国 占 代 有 “ 勾 三 ; 股 四 , 臣 五 ”之 说 ， 
是 勾 股 定理 最 有 名 的 一 组 正 整 数 解 。 即 
4 + d=5 
到 公 放 253 和 华 ， 数 学 家 刘 微 纺 辑 铝 《 蕊 童 算 术 》 中 ， 曾 
出 现 
33+12°=13, 8?+15*=17? 
7*+24°=25’ 20° + 21?= 29° 
等 解答 。 后 来 又 有 许多 数学 家 研究 了 无 零 整 勾 股 和 解 的 通 式 ， 
1844 年 清朝 前 陈 杰 在 他 编 的 《算法 大 成 》 中 ， 撕 色 股 定理 
x+ 到 = 关 的 正 丈 数 解 归结 成 ， 
1 3 
J 4 (1, 且 是 奇数 ) 


(et 
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2 人 
| y= Bm 16n+] 全 此 贷 笋 ) 
= n= pxn+t+i ” 
于 m7 = 3， 5 4 肝 ， 分 州 得 到 光正 整数 解 为 
(2 20s 20) (thos Fas di?) ADO 21» 29} i Bs 
i105 137) 
显然 ， 上 面 的 式 子 并 径 有 世 括 遍 有 的 无 千丈 名 附 。 
1906 千 数学 寺中 宗 宪 在 他 所 沽 的 发 网 笑 不 计 > 一 书 中 ， 
和 “二 戎 趟 堆 整 数 色 县 林 ”， 写 出 了 关于 勾 胶 正 束 理解 的 通 
并 。 
1' 当 2- y=1 时 
X= an+l 
y= 上 2mf1+17 im 是 上 整数 )》 
z= 2 + 2m+1 
2 当 z-yY=23 时 
人 
多 二 六 于 于 了 


2 三 十 儿 凡 十 少 


9" 当 2 一 ”=9 时 
X= B32n+ 3) 
| Dr + Pm 
| 二 2 + B+ 


很 容易 证明， 真 锯 帘 的 承 子 是 和 村 的 。 
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如 z= 一 y= 1 时 ， 侦 过 演算 可 以 还 得 
(2m+ 3+ Lomim+r D2= (2m: 2m+1)! 
然 挤 瘟 宗 宪 的 刀子 是 如 何 得 来 的 呢 ? 
只 前 而 我 们 得 到 启发 ， 研 究 
xi+ y= 2: 
的 正 整 数 解 时 ， 先 变 忌 成 
2 
下 (2— y(t2+ y= x’ 
再 加 以 分 析 。 
当 z 一 = 时 ，z 与 y 是 相 郭 的 二 小 上 自然数，Tz+ 3) 一 定 
是 次 数 ， 且 大 于 1。 出 二 
l:(g+ y= ww: 
可 以 推定 ，x 也 是 天 于 1 的 奇数 。 
lx = 2m+ 1 (zz 为 自然 数 ) 。 都 末 
2 一 4 =1 
(my 
2=2m+2m+]1 
解答 
y= 2mtm+1) 
即 推出 藤 宗 宪 的 当 z2 -y= 1 时 的 通 解 式 。 
当 z2 一 y=2 了 时 ，2 与 y》 是 相隔 一 个 自然 数 的 二 个 目 然 数 ， 
(+ yy 一 定 古 偶数， 上 且 z+ yw 这 4， 册 
2(2+y)= 
可 以 推 得 x 也 十 担 数 ， 且 大 于 2，。 
设 x= 2(m+1) Lm 为 自然 数 ) 。 那 未 
72 


2F— y= 2 


\ 


解 柱 1 


2+ y=dtm+ 1)7 


= + 2 2 


y= 十 21 

凤 为 资 宗 宪 的 道 解 。 

按照 奇人 笛 国 峰 米 分 析 ， 总 z 一 为 备 娄 时 ，z 与» 湛 为 一 
条 一 个 ， 梳 z+ y 扑 为 许 数 。 于 是 了 世 十 全 数 ， 且 厂 于 2 ~ >》。 
(Fl2+ YA Y) 

区 从 X=t2— yt2+ ») 

可 知 x 为 2 一 y 的 信和 数 。 

当 z2 一 为 俩 数 时 ，z 与 $ 必 同时 为 夺 数 ， 或 同时 为 候 
数 。 故 z+ 和 也 为 惕 数 。 于 是 xz 为 水 于 -~ 3 的 向 数 。 基 ?为 
2- Yy 的 借 数 。 

由 于 (z- 思 ) 和 (zt+y%) 总 是 问 为 奇数 或 同 为 惕 数 ， 即 同 
厅 避 ， 所 | 以 二 式 相 加 减 必 为 惕 数 ， 能 人 磺 2 整除， 也 就 是 可 忆 
得 到 > 与 »》 的 正 整 数 解 。 照 这 个 方法 将 前 面 的 推导 继续 下 
类， 可 得 无 零 政和 名 股 的 种 通 式 。 

如 z 一 = 3 时 ，% 为 3 的 倍数 。 因 3 起 质数 ， 示 x 为 3 
的 倍数 且 大 于 3， 辐 时 x 骂 是 奇数 。 

仿 设 x =3(2m 1 说 纹 自 然 数 ) 


y= 6mtm+1) 
可 得 { 


z= 32 + 274+ 1) 
即 为 2 ~ y= 3 时 的 通 式 。 
从 前 面 肘 分析， 可 以 外 到 贰 宗 宪 的 方 洁 是 将 


#3 


和 
化 域 (了 一 Yo = 
寺 按 苛 惕 数 间 约 倍 数 进 行 分 析 。 虽 然 铺 解 有 各 完 ， 和 通 世 
多 灶 ， 位 无 对 地 鱼 续 下 上 去， 是 可 以 无 站 看 地 得 到 人知 此 定理 的 
下 整 手 艇 鸭 。 
在 因 外 ， 也 有 许多 数学 家 物 愉 虹 训 堆 束 多 发 全 训 完 。 
姑 居 还 出 拉 斯 【tanoresy 网 万 法 是 当 直 人 舱 三 角 拱 


中 ,有 一 条 直角 边 为 正 奇数 4 村 ; 另 一 条 直角 边 为 1 (Cn: — 1), 


尔 边 则 为 ， (# 十 1 8 


td 


】y = 一 (29-1) (为 正 奇数 ) 
) 
2 = n+ 1) 
欧 几 里 得 CEuclid) 的 方法 是 ， 当 m，n 同 奇偶 ， 且 
mn 是 完 爹 正方 数 ， 那 未 直角 三 角形 的 僚 边 可 为 3 Cr + 1), 
另外 二 直角 边 是 (mw) 和 wma 。 即 


x =v 
[| 


| YY 二 人 (mt# 同 可 得 ， 且 mn 是 完 
! 
时 多 平方 数 ) 


一 = 7?) 
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柏拉图 (Pieto) 的 方法 是 在 ,直角 三 角形 中 ， 若 以 正 候 数 
m 为 一 直角 边 , 另 一 直 骨 边 为 (ri — 1), 则 斜 边 为 2 Cm 


+ 1) ， 邮 } 


Cm 一》 (2 为 正 仿 数 》) 


究 竞 如 何 米 推导 x+ y?=z? 正 整数 解 的 道 式 呢 ?7 
让 我 们 先 将 丰 约 倍数 关系 的 一 类 正 整 数 解 归结 在 起， 
一 方面 我 们 知道 从 一 组 吾 质 的 正 整 数 解 ， 例 邵 ( 3 ， 4 ，5)， 
可 以 得 到 无 数组 Cx，y，z)， 务 是 它 的 同一 倍数 的 和 解 。 有 妈 
‘3 天，d 太 ，5K) (KK 是 大 于 1 的 整数 } 
另 一 方面 从 方程 
区 十 一定 
可 以 看 出 各 xs，y 有 天 于 1 揭 公 因数 ， 则 > 一定 也 有 这 
个 因数 ， 亦 朋 x，y，z 中 ， 帮 有 二 个 具有 去 于 1 的 公 因 数 ， 
则 第 三 个 世 必 定 会 有 同一 因数 。 因 此 我 们 在 讨论 时 先 将 这 一 
类 信和 数 解 排除 。 
设 X 二 三 2 中 ，x， ys 2 两 现 互 质 ， 那 来 x， yy 2 中， 
不 能 有 二 个 偶数 ，*，y 中 必 有 一 个 为 奇数 。 
设 ，* 为 奇数 。 按 
X= (2— Iz2+ y) 
共 中 2- yy 与 (z+ 2) 必 互 质 。 
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寺 为 好 有 公 因 数 太 六 1 ， 设 2--y=aK， z+ y=bK . 邦 
未 
x = nb 
让 于 福 为 位 宦 ， 度 q，#， 太 拘 必 为 奇数 ，2 十 8 训 古 个 
数 了 .记过 
2— y=a 
( y= 
拨 出 的 ?和 3 就 有 公 因 数 太 ， 这 和 前 面 关 于 x，y»w; zs， 两 
较 互 质 的 报 襄 相 证 盾 ， 所 局 不 可 能 ， 只 能 是 
= 一 yz=o z+y=b (ga， 5 是 互 质 正 奇数 ) 
一 此 时 x*= op 
由 本 as，8 互 质 ， 式 具 有 当 a 和 和 5 都 是 完 爹 平方 数 时 才 成 ， 





得 x = HH 
人 
合十 YY 二 2 
(天 到 
解 之 。 号 里 
| 。 tm 
2 


显然 yr 


这 里 (na 一 9 得 (2 村 及) 部 是 偶数 。 总 之 x 为 消 数 ，y 为 侦 
詹 [， 2 为 再 数 。 


诬 样 我 们 推 得 了 方程 + 凡 = 天 在 ，， ww 杜 质 ， 


奇数 时 ， 所 有 没有 重复 的 正 整 数 解 的 通 式 ， 


下 面 是 高，# 联 较 小 值 的 几 组 解 ; 
2 
] + 二 中 
1 5 5 12 19 


ET 


D 7 3 12 37 


对 于 *，yYy，z 不 是 互 质 的 解 ， 如 前 所 壕 ， 


各 关 ] 


器 吸 寺 但 偏 本 


前 到 通 式 中 的 各 组 解 去 先 忆 一 个 任意 的 非 1 正 歼 数 玉 而 获 


得 。 


注 剖 , 通 解 中 的 <,y 是 可 以 吾 换 的 。 前 面 我 们 这 定 x 为 硒 


数 ， 实 际 上 也 可 以 x 为 企 数 ，y 为 奇数 。 


比 外 ， 不 定 方 程 x 二 = 天 的 道 解 ， 表 下 形式 总 多 种 多 


畔 的 。 和 机 如 在 上 洒 和 多 解 中 ， 我 们 设 ; 


7 站 


的 Di ta 为 一 奇 一 俩 的 卫 绩 


n= 2 正 整 数 , 且 co 
由 了 二 了 十 已 
3 一 人 一方 


代 人 前 面 的 通 解 ， 就 得 到 了 另 一 形式 的 过 解 式 . 
xgr—b? 

1 ,zap 。。'91b 为 一 奇 一 个 的 互 质 正 整数 

>= g++ ph: 县 ab) 


加 


卡 而 是 勾 股 定理 的 推广 ， 当 ) 为 自然 数 时 有 : 


CD z 


一 -. 


i 下 


(n++1) 项 


= (ON + On 





mm = 本 


项 
和 证明， 按 平方 着 公式: 
(2 十 S172 一 《27 十 二 1)? 二 扣 ( 4 十 名 H 十 》 
(21° + 2n+ 2)? ~ (Zn +n+2)" = hn{An’ + 3n+4) 
(25 + ON) CoN t+ 3 =n dn + n+ 人 6) 
(DH S12 Co (ON + 3207 = ndn + 31+ 37) 
汪 边 分 别 相 加 得 
(2H2 + 2 和 十 12 一 【2 下 从 十 下) 一 《232 n+ 
nn 


[十 的 


2 


一 反对 十 守 科 提 十 11) 


二 入 十 于 十 关 ) 


二 《27 十 站) 
二 是 (2 十 31137228 十 2 十 2 二 十 【2 和 十 3 
= Cons + + (2 + t+ 


即 原 式 成 并 。 

练 习 
(46) 已 知 x= 105 求 适 台 方程 因 + 六 = 的 所 有 下 整数 
(47) 找 出 满足 方程 + 和 二 如 = 二 + 碎 的 一 组 正 整数 和 解 。 


(48) 求 一 组 下 整数 ， 钴 足 万 程 


Xt a+ X= + + 


7 中 


十 、 奇 偶 分 析 法 与 
约 倍数 分 析 法 


从 无 等 暮色 股 有 的 研究 ， 可 蓉 语 发 这 样 的 二 个 方 兴 ， 就 是 
和 用 特价 数 的 分 析 和 约 倍 数 的 分 析 来 解 一 些 不 太 复 天 的 二 次 
不 定 方程 。 和 在 解 题 过 程 中 ， 需 要 灵 笑 和 机 智 ， 根 据 已 知 的 不 
寂 方 程 ， 具 体 情况 具体 分 析 。 

例 27 求 不 定 方程 20x + y) = wy+ ?7 的 整数 解 。 

解 ， 求 出 x， 并 分 盛 其 整数 部 分 。 得 


x 


VY—2 
可 馈 (y~2) 为 3 的 约 数 。 否则 x 就 不 是 整数 了 。 
出 ”YY~-2= 土 1; 土 3 得 %*，» 的 四 组 整数 解 为 : 
(—-1.3} .5,1) (Cl,5}), (3:7— 1) 
例 28 求 不 定 方 程 3xi+7%Xy 一 2%x 一 5y 35 三 习 的 正 乾 数 
解 。 
和 解 ， 原 方程 中 y 的 指数 为 一 次 ， 求 得 


y= -3% +2%+35 
- TEC— 9 


运用 除法 ， 分 离 其 整数 部 分 。 


#0 


4 4 
4 - 
3 1 人 
7 
二 地 乘 以 和 49。 得 
49Y= —2lx—1: A 
7X 一 上 


据 此 (7x -5 必 为 1710 之 一 .由 数 。 


如 据 5 下 ， 晶 末 裕 1，Y 产 1 ~ 
* - 一 3 二 2% 十 365 
-0 一 
rid TTX-~5 Fx EE = | 
去 分 蔷 ， 解 不 等 式 得 | 
SA 7 
BE YF=12， 对 应 由 7 了 一 35=2 或 9， 十 六 1710 的 


因数 。 
所 以 有 二 组 正 整 数 钥 为 (1,17) (2,3) 
例 29 ”能 否 有 正 整 数 m,n 满 足 廊 程 
1 1954= 扩 
解 ， 将 原 式 化 成 
(nn) {n+ mm} = 1954 
当 ,# 是 一 可 一 二 的 正 整 数 时 ，.(n 一 19) 与 (4 于 mm) 同 为 村 
数 。 
当 mw，n 是 园 奇 或 同 避 的 正 整 数 时 ，(n 一 与 m+m) 辐 
为 偶数 ， 
仅 此 二 种 情况 。 因 1954 为 眉 数 ， 胡 如 有 正 整 数 户 . 满足 
耻 方 程 ， 侧 | 一 2 与 以 十 员 ) 米 同 悍 ， 叶 就 是 (一 环 ) (+1) 
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如 因数 4。 但 1954=2x977 无 因数 1 ， 于 是 六 和 什 。 所 以 油 有 
让 整数 能 满 冯 方程 x? + 1954= 并。 
例 30 ”有 二 个 二 位 数 ， 它 们 的 差 是 56， 它 们 的 平方 获 的 
未 二 位 数字 相同 ， 求 此 二 位 数 。( 河 南 省 1978 年 数学 竞 虎 串 ) 
解 : 设 好 二 数 分 别 为 x, >》。 
(* -Y=56 {1Y 
lx -y= 100n 《0 汶 正 整数 ) (2) 


(2) + 1) 得 + y= (3) 
由 (4) 3) 二 式 解 出 

w= + 28, y= 2 
订 知 8 为 28 的 倍数 。 


按 10sx< 99， 10 y<99， 

解 得 ”43 志 1 寺 79 

因此 仅 当 n = 56 时 ， 有 一 组 正 整 数 解 人 78，227? : 

所 求 二 数 分 别 是 78 和 22。 

例 31 基数 是 一 个 完 金平 方 数 ， 未 尾 二 位 数 宇 均 不 为 
堆 ， 当 去 掉 此 二 位 数字 时 ， 留 下 的 数 仍 是 一 个 完全 平方 数 。 
求 这 样 的 数 中 最 大 的 一 个 。《【 苏 联 1964 年 数学 竞赛 焉 ) 

解 : 设 此 数 为 x**:， 末 尾 二 位 数字 所 组 成 的 数 为 y， 妆 去 
掉 此 二 位 数字 时 ， 留 下 的 数 为 2?。 (x，»》”，?: 都 是 正 整 数 ) 

nD x = 1002°+Y 

天 | (x 1023{%+ O02 = Y {1) 

访 x~102=a; x+10=b Casb 是 正 整 数 ，Ha< 5) 
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小 四 

x = 。 {2 
人 

~ y= 人 dp { 3; 
有 一 

> 一 3 { 


从 (4 ) 趟 分 析 ， 要 求 这 业 数 中 最 天 的 一 个 ， 就 要 尽 可 
能 大 ， 也 不 古 6 -9 要 尽 可 能 大 。 
从 (3 ) 式 分 析 ，y 十 二 位 数 ， 5 最 大 不 超过 99，a 最 小 
不 小 二 1] ， 所 以 5 一 4<99， 坡 ?最 大 汐 4。 
以 z= 4 代入 (4) 式 ， 得 
b=80+a 
再 代入 (2 ) 式 ， 得 
VV= B80+0) 
但 y< 之 100， 因 此 只 能 是 z= 1， 得 
b=81l, v=81, x= 4l: z= 和 4 
所 求 的 最 大 数 为 1681。 
例 52 ”有些 二 位 数 ， 其 数值 正好 是 二 数字 乘积 的 倍数 ， 
求 出 所 有 这 些 二 位 数 。 
解 ， 设 二 位 数 为 258， 则 
la+ b=abiy { 1) 
Ca 上 为 下 整数 ，]1 达 2 夺 9，1] 所 5 和 9) 
本 题 9，65 不 能 为 零 是 显然 和 的， 否则 乘 积 为 零 号 巨 意 区 


0) +a 得 0+ 了 6N (2) 
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3 ， 


(D =5 得 -+1=aN (3} 


, 
兴 (27 3}; 志 可 知 2 的 计 定 形 数 ， 业 就 二 呈 让 人 的 倍 


.fT 
14 


自 时 区 是 196 的 约 数 。 因 此 3 可 能 为 s，29a，5a。 


当 B8=5 有 了， 从 (3} 式 得 iY = 11。 


6 入 11 的 约 数 ， 只 能 是 2 = = 1， 

到 = 2 时 ， 轴 93， 故 04， 从 !3) 式 得 av = 人. 
的 约 数 ，= 1 23 站 =2，4， 昌 - 

当 58= paG 了 时， 上 贱 理 只 能 为 1 。 

总 之 ， 所 有 有 这样 的 二 位 数 有 5 个 ， 为 11，12，15，24， 


例 妇 求 x2+% = 656 的 正 整 数 解 。 
解 ， 首先 x 去 y ， 国 为 656 的 一 于 是 328 不 起 完全 平方 


设 x 之 y， 由 于 656 是 偶数 ，x，y 必 辣 癌 侦 。 
所 以 Y% 土 y 必 有 是 展 多 。 
这 :二 二 人 | = (mls vw 是 下 整数 ， Th, 


则 *=2z2 3y= 一 0。 代 入 原 方程 得 ; 
H+ U7 = 328 

而 328 仍 为 偶数 ， 扩 上 法 办 理 。 

说 抽 三 垃 十 ps 1 二 加 一 os 2 济 正 加 煞 ， 志 人 2pDa) 

得 Us? + Va? = 164 


164 奶 为 偶数 ， 再 按 前 洁 设 置 。 得 


8 4 


ne 二 Ua 二 82 (Cia Us 六 于 戏 数 ，ts 六 》 
注 ， 此 法 的 设置 为 un = anal 上 oa， Cn = trl Un 
32 还 共和 偶 数 ，“ 如 祛 烛 制 ” 得 
二 在 罗 数 ，u 
41 为 奇数 ， 如 ，o 必 为 一 硒 一 个, 今 以 小 于 或 等 王 [Y 41] 
玖 愧 妇 平 方 去 羽 ， 


由 一 2 一 37， j1 ~ 4 =25 = 5”, 


41 -06*=5 
可 由 r = 5， 二 4， 满足 方程 wi 二 w 三 站 
将 此 结果 宣 推 上 去 : 

Hs 二 5 二 4 二 9 ts 二 5 一 444=] 


gr 一 已 十 二 一 了 zz 一 各 一 下 = 
t= 10+8=18 w=10-8=2 
先 二 ] 吕 十 如 二 22 介 VM 二 8-2=1I6 
田 于 先前 x 六 x 是 假设 ， 所 以 赴 题 有 二 组 正 税 数 解 为 
(20, 16) (16, 20) 
例 34 上 准 注 中 x+ y= 44 X102 x33:+332X 65:+5 
x 44:， 日 xy 的 正 丈 数 对 《xx，% 中 的 任何 二 对 。 
组 约 1977 年 数学 党 赛 题 》 
解 : 将 原 趟 右边 变换 成 平方 和 的 形式 。 
右边 =(d48X ]0*x33*-2x4d1ixi0x33xX33x5+3 
x5) + (oxddx10x33x 33x5+ x41) 


(美国 


= (44X10xw33— 33x5) + (4144 x x3 x3 +5? 
XA} 


= 39 XH x CRE- 1):+ dxS x C90 + 1) 
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= 143552 + 2200? 
所 这 (14355，2200) 为 满足 方程 的 一 组 正 整数 对 。 
站 布 边 = dX (8 +62) X332 +33 7 X5 :+ 5:x 44 
= (44 x8 X33 +33 xX5) + (44* x x33 
+ 5 x 44:Y 
= (1 XB X39 — x44x8xX33xX5+33x5:) 
+ {Ad XO X33:+2X44X8X33 X55+8 
x dd:) 
= {44X8X39 -33X5) tt (dd xXx:X33:+ 2 
~» 1ix6x44xX33 X35+ 5 X44") 
一 《44XgX33 一 33X5) + (Ad XxX33+Sx 114)’ 
= 11451* + 8932° 
所 以 (11451，8932) 为 满足 方程 的 又 一 下 整数 对 。 
你 能 再 算出 一 组 满足 此 琴 所 给 方 各 的 正 整 数 对 码 ? 
例 55 求 x +2y "=z 正 忒 数 解 的 通 式 。 其 中 x，y，2 两 
丙 妃 质 。 
解 ， 将 原 式 变换 成 
2Y = (2— x) 2+ x) 
刁 例 29 相 同 ，(# - *) 与 4z+x) 必 同 为 偶数 ， 因 此 ?只 有 有 
基数 4 ， 记 就 证 六 为 俏 数 ， 丰 y 为 惕 数 。 
此 外 (z 一 <x) 与 (2+Yx)》 没有 大 于 2 的 合约 数 ， 杏 则 ， 若 除 
2 外 还 有 大 于 1 的 公约 数 久 ， 
2 一 = 20K 2+ 二 2bKR (faey 5， 上 太 都 是 三 整 灶 】》 
由 z= Kath)y, = 下 (六 一 全) 
显然 ， 与 题 益 xx，?，2 两 网 互 质 神 和 巴 盾 。 


二 咎 


所 以 (z- xy 与 (z+ 所 的 最 大 公约 数 是 2 。 也 就 是 说 在 
Cz 到) 与 (z+ 0 中 必 有 一 个 其 因数 中 只 有 -一 个 2。 
设 (z - x) 的 因数 中 只 有 一 个 2， 


则 ”二 一 与 (z+x) 互 质 ， 它 们 间 没 有 公国 数 。 





因 y= x)， 所 以 二 与 (十 和) 分 别 为 





二 个 完 金平 方 数 。 

千 是 可 设 = z 十 文 = (2m)”(m，7 是 下 整数 ， 
为害 数 ) 

这 里 2m: 站 127, 人 解 得 ， 


”= 
Y= 2 
人 z= 21m? + 1 
若是 (z+ x 的 因数 中 只 有 一 个 2， 则 


十 蕊 


设 z-x= (200)%， 一 外 (m， 9 是正 整 数 ， "为 
前 数 ) 
得 到 X= 一 27m:， 这 里 扩 语 2 
所 训 不 定 方程 x+2y2=22 互 质 正 整数 解 的 通 式 是 ， 
x= |2m*— | 
4 Y= Qn (ms 是 正 整 数 ，n 为 奇数 ) 
| 2= 21 + 
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例 36 方程 x?+ y3= 1072 有 没有 正 整 数 解 ? 
过 所 然 是 一 个 三 次 不 定 上 万 程 ， 经 过 分 析 还 是 可 解决 的 ， 
解 ， 天 过 因 成 分 解 x+ 《二 VD 一 AT (1)} 
相 边 上 质 辐 数 分 和 解 1072=2x2x2x2x87 2} 
下 入 XX 中 没有 一 个 是 1 。 若 有 一 个 为 上 ， 则 另 个 的 
六 万 是 1071。 这 不 可 能 ， 岗 1071=7 了 x9x17 不 大 完全 立 注 


由 2 YY 2 
a lel 11 1 1 ty 

A 2 YY 2 x TY 
Hl xv yy 
摊 寻 术 平 均 效 大 二 或 等 丁 儿 何平 岁数 ， 有 

Xx VD 

下 二 ( 31 
人 (2) 忒 可见; 国 艇 (w+ 9) 最 大 不 超过 16， 林 合 王 《3) 





To 
区 <，>Y 博古 正 至 数 产 ， 烛 有 
(二 
从 52 1 直 可知 ， 因 数 (xy) 变 小 为 15。 唯 有 这 样 其 平 
方才 大 十 剩 下 的 因数 67，。 
综合 起 六 只 能 是 : 


x+ yy 二 1 
原 方 种 帮 有 正 怎 数 解 ， 必 定 足 
w+ y= 168 


x y+ y= 07 


| 


得 二 组 解 (9，7)，{7， 外 且 是 原 不 定 方 怀 的 正 又 数 解 。 
例 37 求 方程 组 的 整数 解 。 


.+ V++ 之 二 习 1 
(oi 2) 


(1978 年 爹 国 部 分 省 市 数 和 芝 完 克 ) 
解 ， 出 (17) 式 得 z= 一 人 十 人 
代 和 (2) 起 得 六 二 一 (x+ y= 一 18 
化 让 | —_ XYV{xt+ = -6 
上 x y2= ~—6 (a : 
由 时 由 x 3 一 3xY2 
— (x y+ta)(x t+ Vv ta VY— VF— zx) 
= 0 得 到 ( 3 ) 忒 
从 (3) 式 可 网 x，y，2 必 须 是 § 的 约 数 ， 上 且 庙 是 (1》， 
( 2) 于 式 。 其 中 只 有 一 个 是 负数 ， 且 这 人 负数 的 绝对 值 应 这 重 
大 。 
如 令 x= - 3， 出 


[ 之 


让 世 为，y，，z 的 轮换 对 蒜 式 ， 絮 欣 *。、 vv， > 的 悄 长 得 
局 纪 星 数 散 汶 : 

(一 939，1，27，17 一 3 2 ls [ls 一 3 9 《cm 一 上 
1]»， (1, 二 3})， (2 |， 四 


TT 二 | 


$89 


练 习 


(49) 求 方程 -14xy+75= 0 的 正 履 数 解 。 





、 后 本 
(50) 求 -sy = 1 的 正 整 数 解 ， 


号 十 也 


1 (51) 求 5x* +5xy+3xz=51 的 下 整数 解 。 
(52) 求 六 -入 =23 的 下 整数 解 。 
(53) 证 央 x 一 y= 有 4， 当 A 为 大 于 1 的 备 数 千 ， 至 少 有 

一 组 下 整数 和 解 。 

(54)7 取 什么 正 整 数 时 (mr 一 2)x -8= 0 的 解 兰 整 数 ? 
(55) 炒 方 公 xz- y*= 63 的 所 有 正 整数 解 。 
(56} 求 淇 是 识 * 二 1980 = 天 的 正 整 数 如 和 #。 
(57) 有 浅 有 自然数 对 (xy， 切 袜 足 2 + y= 1707 
(58) 求 方程 兴 -3xy+2% = 3 的 正 整 数 解 。 
(59) 求 方程 全 + y= 尖 +x 一 18 的 正 整 数 解 。 
(60) 求 x 一 y= 37 的 正 整 数 解 。 


x yy- 2=0 


(61) 求 方程 组 | 的 整数 解 。 


0 
‘62) 求 方 答 组 | 的 整数 解 。 


% 十 3 二 23 一 -号 6 


下 


i163) 饰 广 各 ( 斑 xX， yy 2) XYE 3 和 = XEYYX 
其 中 xyz 利 zyx 是 三 位 正 整数 ，xzyyx 是 五 位 正 整 数 。 
(广东 省 1978 生 数学 竞赛 是 ) 
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64 有 二 个 正 台 六， 各 司 667 ， 最 小 公 和 倍数 被 最 大 公约 
数 来 除 ， 所 得 的 商 等 于 120， 求 这 二 个 数 。 

65) 第 习 世 纪 ， 有 有 个 希腊 数学 家 (Diophautus)。 在 他 
序 著 的 算术 书 中 ， 有 一 道 这 样 的 问题 ，x?* 一 60 为 一 完全 平方 
数 ， 求 x。 你 能 不 能 解答? 


of 


十 一 、 循 环 连 分 效 


在 第 三 节 中 曾经 叙述 了 把 玉 有 理 数 ;化 成 有 限 连 分 数 的 
方法 ， 并 应 用 于 解 二 元 一 资 不定 方术 。 再 在 我 们 次 讲述 把 无 
理 数 ”4 (4 是 非 完 全 平方 的 下 整数 ) 化 连 分 数 的 方法 。 

先 从 有 4 中 分 离 出 训 数 部 分 ; 

设 [E 本 ]= o， 其 中 [4] 表示 的 整数 部 分 


干 是 A= n+ 应 - (其 1 > 
| 


其 次 求 出 [下 ;1]， 即 将 下 1 的 整数 部 分 分 贤 。 


WK =a, Ki=@ + (Ks > 
KK, 


然 振 按 此 三 法 继续 下 去 ， 不 断 分 离 兵 约束 仇 测 分 。 


遮 [ 琴 y] 一 sy 下 ”守业 1 十 了 CR “| 
干 是 A= | + = 以 ] 十 一 Lo 十 一- 用时 -一 
i [ 
Qo 十 一 并 寺 一 
8 3 二 


Qa 


了 1 
HY vA 
上 好 G + ds + 


由 于” 4 是 无 虹 数 。 这 个 过 程 扎 永 无 让 坊 。 因 紫 与 有 理 
煞 丰 同 、 我 们 得 到 的 症 无 很 这 分 坡 . 
工人 囊 人 竹 述 的 方法 ， 也 适用 寺 能 分 离 出 整数 部 分 前 其 他 无 
措 攻 化 天 分 确 。 一 般 有 实数 总 可 通过 这 小 方 读 化 后 过 分 笋 。 
人 38 和 特 2 亿 忆 大 分 数 - 
解 ， 汪 然 2 的 整数 部 分 为 1 。 贞 
ww=[v2j- 


设 V2=1+ KK 这 1) 则 Ki JF 


再 求 出 丽 开 的 吉 基 pr 
6 上 Ts 3+ 1 |= 2 


片 一 1 my — | 
找到 ,= 2 十 并- CR 1 ) 即 w 六 二 二 = 和 + 下 





K,=K,- Kas- 


dF 


例 39 将 v28 化 成 无 限 连 分 数 。 


解 : W386= 5+ (上,> 1) 这 里 oj = [Vv 281= 5 
i 。 


1  _wv28+5_ 。 1 
号 十 并 (Ks > | ) 





VR 


这 里 a =[K1] - [|-[ 寺 = - 








(Ko> 1) 
这 于 gs = 「[ 开 ,] -| 23+4| -| + 4 |- 2 


(>1) 
元 
这 里 au- [Ks =[ 3B+ 4]- 3 


K,= 3 -vats=10+ ll (kK,>1) 


w28- 6 KK, 
这 里 as = [Kj]={fv 28+ 5]=10 


qe=[Kol={K11= a 
因此 从 ,taw} 开 始 又 重复 前 面 的 一 系 到 结果， 成 为 循 
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环 连 分 坚 。 


[~ 


iii 1 1 111111 
PV 28= STy or + oi 


= 


| 
我 们 把 少 于 ， 十 叫做 循 锋 连 分 数 的 循环 节 ， 为 了 


含 司 ， 我 们 用 揪 号 将 循环 节 括 起 来 ， 表 未 无 限 循 还。 


WY 9 二 十 cl 上 1 了 
332+ 外 +10 


前 看 的 3 化 连 分 数 ， 也 是 循环 连 分 数 。 可 以 窟 成 
w+ 

只 是 它 的 循环 节 只 有 1 项 ， 而 光 焉 的 循环 节 有 4 项 。 

一 般 有 = + 于 二， 是 从 0 开始 笨 环 的 连 分 数 


ss 十 


见 后 定理 五 ) ， 顺 次 将 连 分 数 截 段 得 各 浙 近 分 黎 如 下 ; 
Pi a 
gq! I 


Ds _ 1 


本 


Us 1 


prsa 1 1 ， (为 自然 数 ) 


Fh 十 te + aa wee 
如 2 的 前 5 个 近 数 是 ， 


93 


PT- 1 ， Pr 3 fs? 忆 - 17 Ps -41 
如 1 gq 2 5 gq 12 gq 29° 
从 构成 玉 分 数 的 斑 法 有 : 


a < 4 族人 A, 
| 


下 1 - 1 1 1 上 一 
dz 上 天 术 这 K, d1 十 2 + KK, 本 
> 
qs， 同上 得 a; 十 l >a. 十 1 < x _. 1 -- 1 
| 局 号 &, | 1 .1 i 


i 1 了 一 ps A 
Bla + z+ ma + 六 wa 让 < A 


os 同上 得 as+ > Ky or + -LK 
Ue 如 -il 


时 


BNati 1 La + t= KA 


2 tf A 


a 之 碎 , 类推 得 as+ ~ >Ks Qt 于 < 五。 





gas+ 一 二 ai 十 荆 1 1 
计 gt+ ds+ d+ qs 


ed 


牙 2<vA 了 可 
导 5 
依次 志 推 下 去 ，pe>v 本 ， 名 < 4 


所 以 根据 过 分 数 的 构成 “奇数 熏 了 ”的 第 一 ， 二 ， 王 ， 
近 数 都 小 于 4 而 “ 慢 数 和 看 Er” 的 第 二 ， 办， Ps er 


计数 和 都 天干 v 4A 。 写 成 定理 形式 为 ; 
定理 三 实数 GQ 其 成 往 分 数 


xr=ol+ 工 工 二 【站 为 自然 数 ， 当 瑶 无 汰 大 时 
JJ 


人 > 十 好 3 于 we 十 如 


为 无 限 思 分数 .) 
设 51，D， 国 做 次 为 它 的 各 个 放 近 分 数 。 则 
Bon- sbon 《为 目 然 数 ， 且 20 - 1 和 2n 均 
小 于 或 等 于 如 ) 

这 号 区 当 wa 为 有 理 数 《有 限 固 分 数 )， 且 2 - 1 = 和信 或 
2n0= 几时 成 立 。 

前 租 第 大 节 介 绍 的 关于 连 分 数 的 工 条 定理 ， 对 于 无 限 连 
分 数 岂 是 成 立 得 。 因 为 我 们 在 证 明 时 并 洲 有 率 及 到 壕 分 数 是 
有 限 的 还 是 无 阪 的 ,而 是 就 一 般 情 襄 排 证 的 ,所 区 把 和 过分 数 收 
为 庆 限 连 分 芍 ， 第 三 节 所 氢 述 的 定理 一 和 定理 二 依然 成 立 。 

由 定理 二 和 有 3+-I 一 疡 :-tga = 一 1 

以 9. 149: 除 上 趟 的 两 边 ， 得 


Pr _ Pr-1= (7 


rr 
[| ™ 


tn Hn-l dn-idn 
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外 15, -5 | = 
Un—1dn 


从 定理 一 可 知 qw 是 随 着 的 增 大 而 增 天 ， 再 根据 定理 三 
就 有 : 


aal<lass Bel= ,Ll 
Tn 吕 ， 


这 里 给 出 了 实数 a 的 近似 慎 85,， 它 的 误差 小 于 二 一-， 


用 时 为 了 简便 ， 也 用 一 i 米 舍 计 误 其 ， 就 巧 不够 精确 。 随 有 有 * 


的 增 大 ，8, 让 来 越 接近 于 a， 误 差 越 来 越 小 ; 所 以 称 84 为 < 的 
浙 近 分 数 。 简 称 近 数 。 

将 以 上 的 推理 归纳 盛 定理 形式 。 得 

定理 四 “实数 a 展 成 连 分 数 q+ 二 过 1 CN 为 


Ga 十 好 十 er 十 Om 
自然 数 。 当 人 无 穷 大 有 时， 为 无 限 连 分 数 ) 

设 bn = 为 它 的 第 # 个 渐 近 分 数 (4 为 上 自然数 nn 之 并) 

| LL 

刚 1a 一 名 "| 入 让 < g 

等 号 仅 当 2 为 有 有 理 娄 《有限 连 分 数 ) ， 且 n+1= 玉 时 成 
i 

利用 这 一 定理 ， 可 肉 计 算 立 数 & 的 近似 从 ， 并 估计 误差 
范围 ， 如 并 和 2 的 近似 值 。 

在 第 三 节 中 我 们 已 部 T 的 第 一 ， 二 ， 三 ， 四 上 近 数 是 





| 


s, 22 333, 358 
? 7? 06 113° 





其 中 第 二 近 数 学 与 x 的 误差 小 于 v0.00135 接近 


7 x 706 
于 分 之 一 。 
“2 OL i _ 
第 站 由 数 357 的 误 夺 小 于 站 yx co02 T13106) 
< 地, 即 误差 小 干 百 万 分 之 一 。 / 


这 二 个 分 数量 为 我 国 击 代 著 名 数学 家 祖冲之 (会 元 429 一 
500 年 》 所 发 志 ， 比 欧洲 人 要 时 一 千 多 年 。 


诅 冲 之 把 了 作为 的 约 率 ， 把 113 作 为 x 的 密 率 。 


如 果 你 有 兴趣 ， 可 以 根据 下 列 x 的 连 分 数 计算 x 的 近似 
值 。 / 


1 1 1 1 
+21 二 31+14 十 2 


艾 刘 “2 ， 它 的 开始 五 个 近 数 古 


3 村 ] 7 ， 41 一 
1 一， |， 一 C =2x20+12=70) 
2 5 12' 39 Xa 


其 中 第 五 这 数 与 v2 的 误差 小 于 基文 x 5 <0.0005, 是 误 


差 小 于 万 分 之 五 ， 故 可 将 55 作 为 3 的 近似 值 。 要 更 精确 些 


-| 


可 到 第 六 近 数 * 《误差 小 于 万 分 之 一 ) 

下 面 我 们 来 证 明 前 而 普 提 及 过 的 关于 循环 迹 分 数 的 另外 
一 条 省 理 。 

定理 其 将 v4 化 成 无 限 连 分 数 《4 是非 完 全 平 廊 的 迁 
整数 】， 


设 VA= ad+- (KI>1), a=[v #4] 
1 


» CK ,>1), a =[K1] 


1 
Ks 

KK;= ag 去 (Kas), qs=[LAR2) 
5 


KK =dn+rt + i » (Kn 1) LE Ln] 《8 生日 


Kr 
然 数 ) 
那 末 玉 n 总 是 有 具有 下 列 形 式 ， 
K, = Ares 


Es 
得 co 搬 是 正 整 数 ， 髓 有 np< vv 才 ， er A + bro 
征明: 用 数学 归纳 法 。 
vd 十 好 1 


1 
VA A-o 


让 里 训 =g@ cs 过 -Ga 
从 妇 了 人 >Lw 妇 JJ=gD>0 可 知 下 是 正 整 数 ， 世 Lp<w A。 


=h 


1° nH 二 1]， |= 





ion 


同时 用 一 4 法 0。， 知 cj 世 是 正 整 数 。 
交 愉 狼人 21 得 4 一 92 A + crv A -bo 


、 A 

所 忆 有 兵 1= 避 Ath ， hei 是 正身 数 ， Dy 可， 
cc A pb 

2 做 RN 乓 ， 民生 十 各 艾 巴 成 训 


pn ici 是 正 上 整数 ， 所 Ba< A cn 4 十 bn 
= 十] 了 时， 





+ i 1 
二 __ ,更 = 十 
由 于 Km 5 mt 下 
得 RK 一- 1 一 A + (QC im 本 bn) 
v4 十 Do (UmiCm ™ Pm) 
Te -1 C 
这 里 Pn} 二 mt hr C1Y 


-Cam+tin 一 -Pm A hm 
C C 
和 证 明 be -rwe 者 整 姓 。 
夭 5H 式 ， 豆 1 风 Bnri 为 怠 数 。 
从 (2) 式 得 ， 
起 = bi 十 Cmim+t = LOm+1Cm 加 Bm) + ConGm+E (3) 
以 Gn 一 1 代 钙 m 间 样 可 得 
A= bE Tre Cm C1) 


+ 二 = 


了 六 了 


与 (3) 式 连 等 起 来 宵 去 寻 。 


pm TT Cm-l Cm = Gm+l Cm 和 am+1 DmCm 十 pm + CrmCm+} 
一 婴 陈 以 co， 得 

CT 让 TCR 一 20 六 十 节 

iH 一 1 t+ im HE tm m+] 
二 fr 二 = m1 ~ Ont Crm 十 2 
可 知 cm+1 也 是 整数 。 


接着 证 明 bl: 和 co 都 大 于 零 。 
册 于 aol=[ 区 下 一 Go 


/2 
n>0 

去 攻 伍 vA 十 bn 和 H+1Cm > 放 {5) 
有 队 (d4) 式 得 可 = 十 Cpcicm > 再 

即 vpn (6) 


又 推 得 vw A-— bm >0 3 Ad- bn + Gn+iCm. > 人 0 (7 > 


将 (5) 式 莱 以 (7) 式 ， 得 
A {anics — bn) > 
代入 (2) 趟 。 因 cw 之 D， 可 知 5m411 闻 0 
六 从 51) 式 分 析 ， 大 bmii 夺 0， 即 
Castenm ~— Hw 


于 是 锥 出 co 和 gayicaspn<w 4 (也 16) 和 式 ) 


Y 人 + Dm 


Ca 


> +m =ami+1 巴 盾 ! 


EL Cm 


得 m+] =| 


iINz 


二 | bn+i>0 


至 此 K+ 一 “4 二 + Ont! 成 六 。 cpnrl 和 cn+tl 是 工整 数 ) 


nt 下 | 
丸 从 {3) 式 得 
4 一 Dirl 十 Cin tl 1 L prt 本 


MK id 得 cm A t+ hntl « 


综 上 所 证 有 Kn= 4+ 名。 生 6 和 cn 都 是 正 整数 


i 


Dn A cn 之 4 +b 。 定理 证 毕 ， 
从 上 上面 的 证 明 中 ， 我 们 得 到 了 一 个 基于 如 和 cn 的 递 推 公 
式 《 见 (1) (2) 二 式 ) . 即 有 : 
_VA 
推论 ， 在 KK，= 所 中 ， 有 
bn= oncn-1 ~ Dr-t 


A- tlancnii ~ bn) _ A-bs 
和 | 一 一 一 二 ”一 


| Cr | 


定理 六 将 了 化 连 分 疑 〈4 是 非 完全 平方 的 正 整 数 ) 


vv 了 -asL 1 1 


证 十 Os 十 "re 十 总 村 血 血 


则 蔚 为 循环 连 分 数 ， 且 从 第 二 项 ae* 开 媚 全 环 。 
证 明 将 v 4 化 连 分 数 全 


设 尖 也 = e+ RR CD，al= [Lv 了 了]。 
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KV Arb 一 : 上 十 1 (cK, >1}, Us 一 [KI 


a 
Ro A 1 (KD), 
Cp Ki 


n+l1 一 [所 


从 定理 (57 和 gc, 为 正 丈 数 ， 且 
pr A Ca Ahn<2 A 
i 的 可 取 慎 有限 。 


多 ,的 数值 是 由 正 整 数 对 (54; cr) 决定 的 。(w 4 是 常 
Es 

皇子 cv 了，cnsc2w 4 所 以 它们 搭配 成 的 正 整 数 对 
的 组 合 数 也 是 有 限 的 ， 不 会 超过 vv 可 ,2w4=24. 酸 【bn 


站 的 组 会 取 不 到 24 次 就 必然 重复 。 
若 有 (mis 1 Sms)》 与 C8。 ; Cm) 完全 相同 。 则 有 
Ks kK 
于 是 出 现 锯 坏 。 据 
dr+r1= [1 
推 得 Unisfti tl a 地 pi 十 上 十 一 Cm" 
循环 从 qa 开始 ，s 是 特 环 节 的 项 数 。 下面 证 明 循环 从 第 
二 项 4: 开始 。 / 


4 
从 定理 (5) 过 — Bn, cn， 可 知 一 6s>>0， 


1 
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及 核定 理 {5) 的 推论 ， 得 


wl bn — 村 br 
Cp Ct A+} 
一 站 2 lr 


ent 订 + nen- 一 bu-1) 


全 六 一 | 


4 + Hc -Bb 一 上 


"Ab <! 








> VV 
( 诗 ， 接 定理 (5) A Bn-l dn- ~ 0, an = [Kt 字 1) 


因此 0< -bcl 


| 


仍 按 定理 (5) 的 推论 。 
vA Bb 十 Cn 垃 VV Atanren™ bn 
上 ) Cp 
_VAtbm, A-br 
CH Po 站 1 
_ Cn | 











此 式 左 过 0<Y Aon cl, an4+i 是 正 整 数 。 


je (n 是 自然 数 ) 
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如 末 衢 环 不 万 从 第 二 颈 o* 开 始 。 
种 《Pa+sy Ca 与 (mca 党 生机 加 ， 关 = 老 。 串 
m+stl ml Dns rt 

循环 从 gmt 于 逮 ,am+t!l 是 循环 衣 的 首 项 ，0%rsri 是 第 二 循 

环 字 的 首 项 ， 那 末 按 前 面 的 逆 推 公式 ， 耻 (bnts ;Cmts》 与 
《bw cm) 相间、 可 以 推 乔 ers= oo 站 此 循环 不 是 从 Yeri 

开始 ， 而 是 队 前 一 项 au 开始 。 则 理 ， 从 此 又 可 推 得 循环 是 
从 aa 的 靖 一 项 as- 开始 。 继 霸道 推 下 去 ， 得 循环 从 gw-: 开 始 

但 前 面 的 逆 推 公式 中 ，#1 契 自然数， 了 从 1 开始， 故人 作 二 
全 从 a 开始。 

总 之 v 4 化 成 的 必 是 循环 连 分 数 ， 循 二 从 第 二 项 as 开 


始 。 
至 此 ， 定 理 证 毕 。 
推论 ， 4 展 成 连 分 数 


设 \ 林 = gi+ 庆 - (KI>D, or=[w A], 
| 





Ki A+h + KK, ,0,= TK], 
cr kK， 

K, = 4 + bn oa,,, rl (K ,1 >1), 
Cn Kn 


d+1 二 [Kj], 
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则 有 eni= [| 


例 40 将 vimi+1 展开 成 无 限 连 分 数 。 Cm 是正 整数 ) 





解 ， 设 VT 了 <ai+ 基 -这 里 m=[V n+1 =m 
KI>1. 


1 _ Vm +1 十 圳 
于 是 上 = 于 二 坟 -1 Ct lm 





TT + 
过 Ki= @ + 这 里 m= [Ki1] = 2, K,>1, 
到 


得 Dm 


开始 循环 ， 特 环节 的 项 数 为 1 项 。 

设 Ky os+ Re” gs= [KJ=LK)= 0, Ks>1, 
继续 下 去 ， 有 @a = 99= = 

所 以 w 克 Ti+() 

例 41 将 103 化 成 连 分 数 。 

解 vi =10+ 革 -。 


1 V10 +10_. oc; 1 
1 = Te ~ 10 3 6 F,’ 
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这 里 「” 53 +10]-[10+10|-6. 

















3 3 
RK = ~ 1 3 v103 +&. 
VTS +10 v103 -8 13 
3 6 
二 ] 十 一 二 ~-。 
名 
V103 + 10+ 8 
。 到 3 + 8|= [2 |- 1 。 
这 | 13 13 
= 1 =- 二 
V103 +8 |) v103 -5 
13 
w103 +5 1 
= 一 了 十 一 = 
6 +E 
103 +7 1 
K= -0 = 一 上 -> -~ 
103 一 了 do Ns 
_ 9 -YIl03+2-1+ 1 
V103 — 2 11 Ks 
_ ll _vi03 +9_o,.1 
w 103 一 站 KK 
2 -Y103+9-1+.1 
,= 2 “1 1_ 
V103 — 9 li K+ 
wv 
Ks = + 天 
w 103 ~ 2 9 沪 
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/- 
Ka 9 7 11 
103 - ? 6 fi 
1 1 = 6 A 103 + 5 | 二 1 
V109 - 5 13 1 
Ku= 3 tae + 
w 103 ~ 8 Ku 
Ku 3 1 +t. 20+ 1 
i-10 1 1 
] 
RK 1- ， 一.-- 一 -一 一- 一 。 一 下 ， 
w 103 - 10 
开始 循环 。 循 环节 的 项 数 为 
s=13~1=12 z 
A 1 i 1 1 i 1 i1 1 
所 以 103 = 10+ (6 4 7 2+1+]1]+9+1+1 
1 1 1 1 
十 立 十 1 十 在 十 2407 
练 习 
(6f1 将 37 化 成 连 分 数 。 
(67} 将 Yn + 2 化 成 连 分 数 。 (mm 为 正 整 数 ) 


(69) 化 14 为 过 分 数 。 


只 9) 将 54 展开 成 循环 进 分 数 。 
707 用 壕 分 数 的 方法 将 54 开平 方 ， 


( 精 请 到 万 分 乙 


10% 


十 二 、 关 于 x* Ay = ] 
的 正 整 数 解 


风 尔 {Pel 方程 ， 
x 一 y= 1 (A 是 非 完 全 平方 的 正 整 数 ) 
是 最 基本 的 二 元 二 次 不 定 方 程 。 它 的 正 整 数 解 ， 当 .4 不 很 大 
了 时， 一 般 可 以 用 试验 的 办 洁 得 到 。 当 4 镑 天时， 试验 就 有 因 
难 。 
设 C(x，y) 是 肉 尔 方程 的 一 组 正 整 数 解 。 那 末 


x Ay+l 
> > 


车 y=1, 显然 4+ 1 可 由 了 的 连 分 数 截 自 取得 。 
化 连 分 数 ， 可 知 


= 2 1 = rr fii 人 
Pi (te) 
茂 B;= Cx-D)D+l=xw=V A+1 


车 y#1; 同上 Ay:+ 1 可 由 Ay 的 连 分 数 截 段 取 
得 。 于 起 


之 的 连 分 数 ， 可 由 汪汪 即 也 的 连 分 数 藏 及 取得 。 


了 了 站 


所 以 入 是 4 的 近 数 . 因此 可 应 用 循环 连 分 数 来 求 贝尔 
方程 的 正 整 数 解 。 下 面 对 此 进行 探讨 。 

求人 一 Ay:=1 《4 是 非 党 全 平方 的 正 束 数 ) 购 正 整数 
先 将 v4 化 成 循环 连 分 数 。 


设 A =a 十 al= [4], KY>1, 


上 
Ki 


KV A+h =Gx 十 - 1 das = LK 1)s, 下 ya 
Cl K， 


Ki=K1 dst+2 = Uz 


是 正 整 数 ， 表 示 循 环节 的 项 数 。 








wx 本 
K,= “4 + = nr 二 Ons] = LK #j, 开 +11。 
Cr Kr 
(9 症 日 然 数 》 
[| 可 = 1 1 1 i. 
则 ai + 二 


其 训 溃 源 近 分 数 为 


8 = 各， 5, = 将， 号 和 
dl qd? 
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后 壕 分 数 定 理 汪 


Pm > 4 | Pry vw Auym 0 {pt 尼 正 殖 阁 ) 


(Ta 
交合 证 和 玛 四 
Dm _ v4 < -一 一 
Him Tmdipr rl 
pm —¥ Agom < -一 
2 全 E 
综合 起 来 有 。 


Opim—Y A quan “一 


Yipt+l 


对 于 bsm 十 w Aqim 显 然 有 Pim + A gq UU 


仍 从 六 有 4 < 得 上 3m + v4 a 2 Dar 
了 好 


所 以 有 Opont™ Agm 2pam 
(1) x (2) 可 得 
0 pln dj 


Dum+! 


按 定 理 六 的 推论 ， 第 一 循 坏 习 术 质 


Cati 
dr | 
vA Di 
归于 玉 。 = 攻 1， 开 始 特 环 ， 有 
ber) = Pl Cetl = CL 
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f 1 3 


OA 





从 RK, A+h. z 1 
| i [A} 
-A+ 
-1 可 1]3 
人 =f 41， C1 二 村- [YA 2, 
信和 (4) 右 
cl 一 [WwW 好] 
drt] 二 [人 了 | | 
-| A+[V 41|=? 2[w 地] (5) 


2 上 时， 绰 党 理 三 ,四 推 秃 ， 





ai + 一 六 2 > 01 


Us yr 


据 此 可 以 推 得 
2[v 4] 减 [Y41+1 


这 里 ，a: 闵 1 ， 页 有 1 


(6) 和 代入 (5 0} 得 


asrl 祈 人 2 (n>2) z (7) 
4 


贞 


Ti13 


车 ?为 倍数 ， 信 gs= 2m， 那 未 (3) 式 右边 为 


Pam _ aPs 


[| 


amt+] (stl 





a 2 by < ps < 2ps 一 分 


+— 


stids TT st dstids ps 
a ds 
不 等 式 的 最 后 一 步 见 上 (7 ) 式 ， 取 4 = 3。 
所 以 ( 3 ) 式 变 成 


0< pi— Agt< 2 
得 ps -49: 是 整数 ， 下 得 


Pi- -= 1 


(Pr 9 即 为 不 定 方 程 x? -4y= 1 工 的 一 组 正 整 数 解 ， 
这 里 3 = 2m 是 指 第 一 循环 节 倒 数 第 二 项 的 “和 猎 字 7 。 

因此 ， 当 s 为 偶数 时 ， 以 每 一 循环 节 倒 数 第 二 项 截 段 计 
算 , 得 到 的 (ps，0s)，(pbss，qss) (psr gs "都 是 福 足 方 
程 x: 一 Ay*= 1 的 正 整 数 对 。 

若 s 为 奇数 ， 那 末 第 二 循环 节 便 数 第 二 项 的 “车 号 ”是 
2s 为 偶数 ， 可 令 2s =2m， 则 (ps:，gss) 为 满足 方程 的 一 组 正 
整数 解 。 

因此 ， 当 s 汶 奇数 轩 ， (poss ges)s {Dss as} (Poss 
qos) "都 是 满足 方程 沾 + Ay?= 1 的 正 整 数 对 。 

总 之 , 御 环 节 的 删 数 第 二 项 的 “人妖 导 ”为 13(f 是 正 整 数 )， 
只 机 要 是 偶数 ， 则 (De 9 就 是 方程 x* -4y: = 1 的 正 整 数 
解 。 
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因为 循环 这 分 数 是 无 限 和 的， 不定 方程 刀 - 44y*= 1 (A 是 
非 完 全 平方 的 正 整数 )》 宅 的 正 整 数 解 有 无 穷 组 。 
例 42 来 x: -5y:= 1 的 三 组 正 整数 解 。 


解 ， 化 连 分 数 
人 
循环 市 的 项 数 s= 1。 


近 数 ，84= 了 84= 和 Se= 9 B= 





5 -= G82 ， $= < 全 和 


305 1292 

取 “ 熏 导 ” 为 偶数 的 8,，B4，86s 得 (x，y) 的 三 组 正 整 数 
骨 为 ; (9，4)，(161，72)7， (2889，1292) 

例 43 求 适 合 方程 x; - 13y = 1 的 一 组 正 坦 数 解 。 

解 : 化 违 分 数 。 








3, = 也 -4 _ _ 11 .= 119 
1 i? 名 1 3 和 . 3 和. EF -aa 
_137 、_ 256 a _ 393 a _ 649 
b= ， 68 = 1] ， 45 109 ， bln | 80 
取 ( pss ;92s) 即 (pios 916) 得 原 方 程 的 一 组 正 整 数 解 为 
‘(G49 180) 


例 44 一 批 装 箱 成 正方 体 的 货物 ， 整 齐 地 乎 放 在 场地 
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上 ， 正 好 成 正方 形 。 由 于 占 地 较 大 ， 工 人 们 将 货物 一 情 一 兵 
地 选 起 来 ， 每 层 都 成 正方 形 ， 上 下 一 样 齐 ， 一 共和 了 8 层 
高 ， 服 后 留 下 1 夭 。 这 批 货物 数 日 不 多 ， 问 共有 几 视 ? 

解 设 这 批 货 物 共 有 x* 箱 ， 过 成 8 层 ， 每 层 为 六 和 。 

和] x -By = 1 

解 方程 ， 先 化 连 分 数 


V8B=2 + (3 7) $s=2。 


6 
do = 区, 
35 
聪 {py go) Cp G40) (pa ol 。… 得 符 台 方程 的 工整 
数 中 | 为 ; 
(3，1)，(17， 和 )，(99，35)… 
对 应 的 货物 箱 数 为 9，288，9801… 
第 一 个 答案 ， 货 物 仅 9 箱 ， 脖 成 8 度 ， 每 层 1 籍 ， 区 可 
于 下 9 层 ， 改 不 合 题 臣 。 
第 三 个 答案 ， 货 物 总 数 为 9801 千 ， 平 放 在 场地 上 旺 每 边 
998 箱 的 正 廊 形 。 明 有 可 能 ， 数 日 似 较 大。 
后 面 的 访问 数 对 所 决定 的 箱 数 更 大 ， 不 会 冲 蕊 。 
所 以 比较 切 人 台 题 意 的 基 第 二 个 答案 ， 这 批 货物 关 有 289 


上 面 是 送 用 连 分 数 的 渐 过 分 数 em >>Y 本 和 (jar ges) 


了 


的 和 将 丈 性 质 有 末 求 x 一 女 y* = 1 型 方程 的 正 莹 狼 解 ， 
对 于 ww 一 入 = 于， 型 方程 的 正 整 数 解 ， 相 仿 地 我 但 


可 以 利用 连 分 数 的 渐 近 分 数 2?" 二 < 有 4 和 (pe,，91s) 的 特 


区 性 质 来 求解 。 即 当 如 是 奇数 时 ， 则 (Pss rs) 就 让 不 定 方 
程 入 一 4 = 1 的 正 整 数 解 。 日 车 有 解 ， 必 有 无 劳 组 解 。 

然而 不 定 方程 妇 - 4 好 = - 1 不 一 定 有 正 竖 数 解 ， 如 当 
为 偶 交 时 ， 芒 不 可 能 为 奇数 ， 此 时 无 正 坚 歼 解 。 

例 45 求 二 纳 洪 是 方程 x* ~ 41 和 = 1 的 让 整数 时 。 

解 : 化 连 分 效 


V41= 6+( 圭 1)，s = 3 奇数。 


2+2+12 : 
26 
DT 5 3 d= 62 ， bs = 129" 


y= 049 0 25414 8 3377 


320” 3969 8258 


= 131168 
20485 

了 pa 92， {Pay 99) 寻 得 肖 足 方程 和 -417y = 一 1] 的 
二 组 正 整 数 对 (32，85)，(131168，20485) ， 

例 46 证 明 方 程 x -3y?= ~ 1 无 整数 人 解 。 

迹 朋 ， 若 一 3y?= 一 1 有 下 整数 解 , 那 末 xx 和 yy 不 能 同时 
为 奇数 或 同时 为 慢 数 ， 只 龙 有 在 一 本 一 咎 。 

普 先 我 们 证 明 “奇数 的 平方 除 以 4， 人 余数 为 1”， 


> 


局 


设 奇 数 为 24 + 1。(n 为 自然 数 ) 
21+ 1) = dn(n+1)+1 

现在 假定 挝 合 方程 的 x 是 末 数 ，y 后 惕 数 。 

将 方程 变 撒 成 x*+ 1 = 3Y， 

很 清楚 左边 x? 除 以 4 余 1， 着 +1 除 以 4 就 余 2 了 。 抽 右 
边 3y: 能 为 4 所 息 除 ， 内 此 左右 二 边 秆 盾 。 即 上 还 假定 为 不 
可 能 ， 

其 次 假定 适合 方程 的 * 是 偶数 ，? 是 奇数 。 

那 杰 和 能 饶 4 整 除 ，*+ 1 除 以 4 就 余 1 了 了 。 南 布 迎 六 被 1 
除 ， 余 1 ，37 相 4 除 就 余 3 了 。 正在 二 这 仍 币 盾 ， 此 人 彼 定 也 
不 可 能 。 

至 此 讨论 了 了 x，» 为 奇偶 数 的 所 有 情况 ， 证 明了 原 不 定 
三 程 巡 -3 和 = -1 无 拒 歼 数 逢 ， 目 然 也 无 负 整 数 解 。 

至 干 零 解 ， 攻 x* = 0 则 3y* = 1， 无 整数 解 ， 若 y=0， 和 
= 一 ]， 沾 成 立 。 豆 亦 无 零 解 。 

辣 之 ， 不 定 万 程 x -3y*= 一 1 无 整 数 解 。 

从 此 例 可 以 推 郑 Y ~- 4y:= -1 (4 是 非 党 全 平方 的 正 整 
煞 ) 无 去 解 。 


纹 习 


(71) 用 连 分 数 革 求 出 x* 一 3y?= 1 的 四 组 正 整 数 解 。 
(72) 求 方程 x: 一 6y* = 1 的 三 组 正 整 烙 解 。 

(73) 求 二 对 适合 方程 x -7y*= 1 的 正和 整数 (x，y) 
《74)? 求 适 台 方程 wx-7?79y*=1 的 一 对 下 整数 解 ， 并 民 


Tis 


{175) 求 满足 方程 x:- 29y:= 1 的 一 组 下 整数 ， 

{76) 用 过 分 数 鞭 求 出 适合 方程 x -10y= -1 枸 三 组 正 
整数 解 。 

(77) 求 浦 足 方 程 x:- 73 六 = 一 1 的 一 组 正 整 数 村 。 

(078) 方程 x 一 8y = -1 有 没有 整数 解 ， 试 推 让 之 。 

(79) 小 明 在 方 格 练 习 短 上 ， 依 照 棋 坚 的 格子 线 描 了 1 个 
大 正方 形 ，11 个 相同 的 小 正方 形 。 然 后 他 数 了 一 数 ， 大 正方 
形 内 所 包含 的 小 方 格 数 自 比 11 个 小 正方 形 内 总 共 包 含 的 小 方 
格 数目 还 多 1 人 个。 小明 所 描 的 大 正方 形 里 究竟 有 多 少 个 小 方 
格 ? 小 正方 形 昵 ?9 【本题 所 描 的 正方 形 无 重卡 ) 

(80) 几 个 班 角 集 全 起 来 进行 队列 操练 ， 正 好 可 以 列 成 15 
个 方 阵 ， 使 人 数 不 多 不 少 。 如 果 全 部 列 成 一 个 大 方 隆 ， 则 缺 
步 1 个 人 。 问 这 上 几 个 班级 冯 末 有 多 少 人 ? 
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二 三、 大 于 x? Ay?=] 
的 整数 解 


方程 入-~ 有 4y: = ] (4 是非 完 全 平方 的 正 整 数 ;， 除 了 有 
无 淄 组 正 整 数 解 外 ， 还 有 无 穷 组 负 蓝 数 解 ， 这 只 要 在 正 整 数 
解 前 面 扣 上 负 号 就 可 比 得 《包括 一 正 一 负 的 整数 解 ) 。 至 于 
零 解 也 有 二 组 ， 苑 是 (1，0)，(--1，0) 。 
例如 ， 对 于 方程 和 -2 入 = 很 容易 举 出 坟 下 六 组 束 数 
解 。 
(3 2)3 tl O07 一 区) CC—3, 2);. (3» 
2), (3, —2) 
者 方程 光 - 47 = 1 《4 是 非 洛 全 平方 的 正 糙 数 ) 的 一 
组 整数 解 为 (xi yy， 我 们 可 用 方程 的 形式 来 未 示 。 
x+v Ay =x+Y Ay, 


由 丁 忆 是 非 完 全 平方 的 正 整 数 ，Y 4 是 个 无 理 数 。 
和 V1 咱 
vw A ~ 
HT YI 
出 现 无 理 数 等 于 有 理 数 的 亨 盾 情况 ， 因 此 y= 入 
所 以 上 面 的 方程 ， 就 是 表示 
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| 
Y= 
司 汗 上 二 加 且 推 址 说明， 对 于 洲 中 方程 x ~ 了 = 的 不 
同 整 数 对 (x，»w) ,形式 x*+ 女 y 所 由 示 的 值 是 各 不 相同 
的 ， 不 可 能 有 二 组 不同 的 郁 数 解 使 x+wy 关 有 机 司 的 
值 。 
如 果 (xi，3o) 是 方程 x2- 4y*= 1 的 正 辑 数 解 ， 且 对 应 
简 xz, + 4 的 值 比 起 其 他 正 整数 解 所 对 应 的 x+w4v 的 
值 来 是 最 小 和 的， 我 们 就 把 形式 + 六 44y -= xot+ 4 yi 所 由 
示 的 下 整数 解 (xo， yo 中 时 要 方程 的 最 小 解 。 
仍 以 xz ~2y = 1 为 属 ， 其 最 小 解 为 
xX+V oy =3+t2W 9 
妆 亿 于 二 开 一 次 不 定 方程 通过 它 的 一 组 和 畦 解 就 可 以 得 到 
所 有 的 更 数 解 ， 二 元 二 次 不 定 方程 兴 -好 办 = 1 则 可 以 通过 
它 风 最 小 解 来 获得 -一 印 束 数 解 的 通 式 。 
多 让 我 作证 明 一 个 定理 。 
定理 七 她 采 (xYri1，，y1)， (xi Yo) 是 方程 x? 一 yi:= 1 
的 二 组 整数 和解 ， 尼 未 
训 9 十 Ay, 尖 《区 十 -4 1 十 VA vy,) 
所 决 轧 的 489 ya 电 , 古 疗程 的 整 数 解 。 
证 册 ， Xat™ A ys= (XLS Ay1y2) + -本 3 
十 XI Ya 
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Wa 13 十 过 yo 
| 
Va= Nay t+ WL Ya 
于是 x Ayis (xa Ay {xt Ay) 
= (XIXst Ayiya— Axsy ~ Ax ys) 
"Xxt Ay ys + AxsyitY Axiy:) 
= (XV Ay) mV Ay) xt™ Ay) (x 
FY Ay,) 
= (x — Ay) (x - Ayi) 
= 1 


所 以 (xs， ys} 是 方程 入 - 4 六 = 1 的 整数 解 。 定 理 证 
毕 。 


定理 七 中 车 Ci， YD 与 (XxX;， yz 完全 相同 定理 俯 成 
Wa 
此 时 xstv Ay= (tv Ay)’ 
推论 下 去 ， 由 x Ay= xt os 
Xn y+ 4 是正 整 数 ) 


所 决定 的 〈x， 3 ，… (xz yn) 都 是 原 方 程 的 整数 
解 。 
| 内 朗 小 艇 (XX,， yo 民粹 LC1， 40) 得 


Xt A 有 Ay= (wot+ 六 Ay0"* 《#8 是 下 整数 ) 
显然 ， 所 雇 定 的 “x; y) 部 是 方程 YY ~Ay*= 1 的 下 


了 


整数 解 。 
车 令 4=0， 只 能 x=1，y=0 即 为 省 零 解 。 
老 令 站 为 仙 整 数 ， 我 们 注 赵 到 
党 十 vAvy 一 六 和 ,十 A yn 
i 
(Ko Ayn) 


| 
| 


= {XT 一 Ay) 
这 里 ， 一 t+ 是 正 避 数 ， 可 知 此 有 时» 为 傣 整 数 。 
因此 方程 x -4y:= 1 的 整 孝 和解， 只 要 将 # 的 定 疼 域 从 
于 整数 集 扩 大 到 整数 集 ， 并 在 前 面 加 上 一 个 “ 土 ” 号 。 
x+V Ay= 寺 {xo tv Ayo"™ tn 为 理 数 ) 《1) 
得 包含 在 这 个 式 子 中 的 和解 是 不 是 x? -4x= 1 的 所 有 和 蜘 
娄 解 呢 ? 
由 于 此 方程 称 数 解 的 正和 负 对 偶 性 ， 因 几 关 于 这 一 名 我 们 
只 要 论证 上 xz， 4 为 正餐 数 的 情 襄 。 
假设 存在 一 组 正 整 数 解 (x ，y ) 它 不 包 舍 在 上 画 的 式 子 
( 1) 中 。 
由 于 《2 + Ayor 当 * 烦 次 康 1 ，2，3， 有 时 ， 便 
得 到 无 限 递增 数列 (x+ V 43y0 Cxotv 本 yo)2 (xo 
+ Ay se 
所 以 必 有 正 噩 数 m， 司 得 # = 1m 有时， 
(Xo 十 W Ay) my’ + Vv AyY (Ux, 
tv Ayo)™t ( 2) 


1e3 


内 (rat 一 ww Ay)= 1 > 和 和 x+TWw Ay, 
>0 : 
推 知 xo Ay0 CXW dy) "0 
入 以 《zw Ay0)"m 秉 不 等 式 (2) ， 得 
(x tv A ym Ay me (x + Ay {x 
-Vv Ayom (x+ Ayo™ti(xo-v Ayo)™ (3) 
其 中 (yd+w Ay (wr 一 及 yo)"m 习 定 理 七 推 之 ， 少 
决定 了 方程 x 一 4y:= 1 的 一 组 整数 解 。 
I x tw 本 = CX 十 vAy’) 【光一 ww 可) 于 是 
Lt 3) 式 成 
1 Cur tv Ay xo t+ Ays (C4) 
据 此 分 析 (x”， y ) 征 人 否 可 能 存 社 。 
1 设 {x， y” 为 正 整数 解 ， 显然 与 {Xo Yo) 为 方程 
的 最 小 解 相 矛盾。 { 见 (4 ) 式 ) 
2” 设 tx*，Jy) 都 是 负数 ， 则 与 (4 起 x%** TY 1 
不 订 。 
3” 设 (x”， 2 为 一 正 一 侦 ， 则 
和 > 
推出 Tv xv Ay')| > 1 
与 (x”*， VV ) 赴 方程 x* ~ 4 如 = 1 的 解 相 下 盾 。 
4” 设 y= 0 其 零 解 ， 按 (4) 式 x 1 
B(x”, yy 是 方程 x? 一 Ay’ = 1 的 艇 相 事 慎 。 
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总 之 (x*，) 是 不 本 在 的 ， 也 就 推 灾 了 前 面 关 于 ix’， 


7 是 方程 全 -4 六 = 1 不 包含 在 (1) 起 中 的 正 到 数 解 的 假 


议 。 


经 过 前 向 有 的 推导 和 和 证明 ， 我 们 得 到 了 
定 悍 八 ”二 元 二 次 不 定 广 笨 
J]《(A 且 非 完全 平方 的 正 整 数 》 
它 的 整数 解 为 ; 
x+4+V Ay= (xe tv yo 
其 中 (xo， ya) 十 最 小 解 ，# 候 丈 数 。 
又 忆 的 正 整 数 解 为 ， 
4 有 y= (Xot+ VY Ayo)* 《此 外 Hr 是 正 束 数 ) 
至 上 比 ， 解 识 了 寻求 x? 4 和 = 1 的 整数 解 通 臣 的 何 题 ， 
例 47 求全 +23y*= 1 的 整数 和 解 的 通 式 ， 并 按 通 式 求 出 


它 的 最 初 几 组 解 。 


和 解 ， 先 用 连 分 妾 求 最 小 解 。 


} 1 


一 一 ] 1 
a 二 ( 一 - "一 一 一 — 一 一 二 
2 4 +t ] 证 号 十 1 十 2 $ 4 


取 d= 得 景 小 解 (24，) 


邦 x? -23y:= 1 整数 解 的 通 式 为 : 


x+w23y= 士 (24+5w23)” (nn 是 整数 ) 
它 的 最 初 几 组 解 : 


取 ?#=0，we+wv23y= 士 1 
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得 二 组 舍 堆 解 (1，03，(- 1， 全 


取 = 土 1]， x+V23y = 土 (94+ 5 283) 

得 四 组 整数 和解 (24，5); {~24，。 -5)，(24， -5)， 
《一 24，5)。 

脱 n 二 土 2，X+v 93y = 一 十 (24+5w 23)F 


一 士 {12 生 士 5w D937)? 
一 十 11151 十 240v 231 


得 四 给 整数 解 。 为 : 

《1151、2407《- 161， 一 2403，(1151， 一 240) ， 
(~ 1151，240) 

注音， (24+ 5w 23)-!1 = (24 -Sv 23) 


例 48 求 训 一 Cm) y= 1 的 整数 解 。 
(是 大 于 1 的 于 整数 ) 

和 解 ， 因 (Dnt 1) < 

由 m2 一 i 不 是 完全 平方 数 ， 但 为 正 整 数 。 

将 mmz -由 化 成 过 分 狼 。 





设 V/ mi pp 一 中 + 让 a=[v mm l=m-1, 


>1， 


EK .1  _-. = ] 一 一 
mm -a Vim-m™- (m-1) 


_V mm+ (m1) 
mm-1]1 








Lt 
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设 ” 疙 ,= q+ li， a LK-| | 








Ks, 《1 一 了 |) 
一 了 
1], 
Wa lt = 1 
Ka Vm-mt (mo— 1) —_9 


?1 一] 
= m+ tm- 1) 








设 乓 = 0s+ 六 ,， a=[K=20m-1), Ks>1, 
; 二 








开始 笨 坏 ， f= 


一 一 一 一- 国 1 1 
Vm me m+ reeny 


取 Sm 得 豆 小 解 (2 -1,2) 
所 以 头 方 程 整数 解 的 通 式 为 


(n 是 整数 》 
练 习 


(81) 求 **~ 17y=1 正 整数 解 的 通 式 。 

(82) 求 x: 一 63y:=1 整数 解 的 通 式 。 并 按 通 式 求 出 当 
n=0， 土 1， 土 2 时 的 各 组 整数 解 。 

(83) 求 x* 一 55y = 1 的 一 切 整数 解 。 

(84) 求 Xx-Cm + 1m) y= 1 的 整数 解 的 通 式 .(m 是 正 整数 ) 
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十 由、 关于 x Ay=(~1)"C, 
的 整数 解 


我 们 已 经 研究 了 办 尔 方程 一 Ay =1 的 整数 解 ， 得 到 
了 它 的 通 式 。 现 在 将 张 得 的 结果 其 以 推广 ， 讨 论 
x — Ay = C= 1n0, 
形式 的 二 元 二 次 不 定 方 程 。 这 里 了 是非 尘 金平 方 的 正 整数 ， 
La 是 "了 二 化 连 分 效 叶 
1 1 1 1 A+b, 


VA=a+ tt 1 1,Kk,s 
Gat get ta,tk, 





中 的 Cs。 
设 8， = 2 是 可 的 第 ?个 近 数 。 


fe - K+ pn 
羽 wd = PE Hl ni 
"于 dnit st qn 





_ pa A 十 br) + Pn-1ln 
Gntw A 十 ba) + Jnl 
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得 A 十 ww A (yg 十 CadQn-t) = bnfrn 十 Cnbn-! + Pr 
由 于 村 是 无 理 数 ， 上 式 二 边 整 数 部 分 与 无 型 数 部 分 分 


中 相等 。 邮 
gn = pnprnrt+ Cnbn-] “1 
bn = bndn + Ctyn—! 【了 


和 将 2) 式 科 以 Di 《1 式 科 忆 9， 然后 检 减 得 
六 -4 Gd， = Clpngn-t ~ qnpn-) 
过 定理 二 Pn-1™ Gn Pn- = ‘一 J)* 信 人 上 式 。 
pp” 一 Ag’ = 一 1 下 区 
所 以 (pn 4) 是 方程 站 一 六 = 一 "Cw 的 正 整 数 解 ， 
按 v 手 化 连 分 数 的 无 限 循环 性 ， 有 一 组 正 芍 数 解 就 有 无 
穷 组 下 整数 解 。 只 小 联 CCi = Cn，(t 为 太 于 逢 环节 项 数 5 的 正 
果 数 ?是 上 与 3? 阿 苛 偶 ， 则 (96 也 是 此 方程 的 正 整 狐 解 。 
屋 493 ” 弄 连 分 数 话 ， 求 出 万 稳 
3 一 
的 一 给 玻 小 正和 整数 解 。 
有 化 广 分 铬 。 


ig=6+ i, Ki>l, 





Ki! 
vd3 
Ki dl +6 1 i, Kl, 
I 一 { 
7 ddr ] 
=I+L -并 DT 
K, As 43 一 工 六 1 kK 1 
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人 一 


w 439—4d 9 Cs ° 
至 此 得 C=9， f= 4 为 侦 数 ， 和 符合 
《一 1)afo = {1).9=9 
所 以 原 方 程 姑 一 43 和 =9 为 2 一 = 一 TsCo 形 式 的 方程 ， 


6 二 6 十 46 
到 86=6+ 二 ,了 全 _ 


得 藤 小 正 整 数 解 为 《46，7) 
例 50 ”用 连 分 笋 靶 ， 求 出 误 足 方程 
-71y?= —11] 
的 二 组 正 束 数 解 。 它 的 第 二 组 正 整 数 解 (pr，gn) 的 “番号 
f 诺 取 几 


解 ， 化 过 分 数 。 
1 
7] 3+ Kilo 
1 ww 71 + 昌 





_ =- 06.1 
:= -一 一 一 G 2 证 RK, >1, 


_ WT 
Ks J 村 一 全 这 里 Cs= 11，n= 3 为 奇数 ， 有 


-1 11= 一 1] 会 周 。 


故 第 一 组 正 整 数 解 为 (42，5》 。 
继续 将 71 化 连 分 浆 。 








11 v71+4? ] 
4 二 一 一 站 十 一 3 
ww 了 1 一 了 2 Ks 
2 "71 ti 1 十 :二 —， 
vw 71 一 了 ]1 KK 


得 第 二 组 正 整 数 和 解 为 (455,54) 。 


继续 将 v71 化 连 分 数 。 
VFI+ 1 
kK T+6,. + 上 


7 Ks 


Ke=- VNit+8=16+ ep-， 


Ko rr 一 = 区 {循环 》 


5 == 台 
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内 赎 第 汪 组 正 获 数 解 对 应 于 Cara = CH“ 疾 号 ”n= 11, 
在 光 : — Ay:= (—1)” Ca 型 方程 中 , 盘 合 人 -Ay’ =K na 的 
4 为 个 数 ， 适 合 x2 一 4y2= -Cn 的 5 为 奇数 。 按 连 分 数 法 (pn， 


9 0) 是 它 的 最 小 解 ,其 后 诸 正 整数 解 “番号 ” 需 与 


例 51 求 通 合 ** -109y = ~ 415 的 一 对 正 整 数 。 接 连 分 
效法 ， 疡 的 第 二 、 第 三 对 正 整 狐 租 (pgo) 的 “ 符 2 7 答应 

















取 几 ? 
解 : 化 这 分 数 ， 
一 -一 V109 + 
-10+ i 兵 一 -一 一 ~ .. 
109 Ki 1 9 
5 Ks 
112 K, 
Ks=V109 +5-3+ 1 
7 本 
w 109 + 9 1 
三 一 一 上 十 
， 4 K, 
VI0g + 
KoA 1 
o 15 1 + -ee- 
109 + 8 1 
eg 至 一 一 一 
| 3 0 K, 
w 109 +10 
ER 二 
" 3 . ?+ 
109 +8 1 
KR = lo + i 
9 15 
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兰 十 十 
Ki 
109 + 9 1 
一 = 人 -一 
i KL 
了 _Y109 +5 1 _ 
了 之 12 Ks 
w 109 +7 1 
Fis= 一 一 一 -一 一 =3+ 一 ~ 
出 1 Ky 
“109 + 8 1 
1 9 2 Ki 
攻 = wji0g +10=20+. 
16 Ke 
109 +10 
kK = .Ll = A 村 hh, 。 
了 w“]ng - 10 9 | 开始 征 环 


5=1]6-1=15 为 奇数 。 
土 而 C= 15, 但 “ 鼻 呈 ”6 鸭蛋 数 ， 不 人 台 题 中 要求。 
Co= 15 “番号 ”3 为 奇数 ， 合 题 。 


了 了 1 -58591 
了 424+4 二 二 三 二 在 SB1? 
得 滑 果 x ?一 109y = 一 15 的 一 对 让 和 抄 数 (S58591，5612)。 
又 从 上 而 可 以 推 得 Cerrs = 15,“ 秆 号 ”21 为 奇数 , 合 题 。 
而 42415 = 15,， “车 革 ”24 为 惕 数 , 不 合 上 是, 需 Coristis = 人 也 30 才 | 合 
站。 因此 原 方 程 的 第 二 ， 第 三 对 正 整 数 解 《2，gr) 的 “* 血 
导 ” 应 为 n= 21 和 n= 39。 
自 运 分 数 法 可 知 方 各 x2 -有 y= (一 1)"7Cn (4 是 非 洁 全 
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平方 的 正 整 数 ) 有 无 入 多 组 下 遇 数 解 ， 目 然 惑 有 无 穷 多 组 整 
数 解 。 当 Ca= 1 上 时， 就 威 为 最 上 基本 的 二 元 二 次 不 定 方 答 了 。 
所 思 和 一 六 = (~ 10*Cn 型 方程 仪 是 x* -44y = 土 1 型 方程 
的 推广 而 已 。 
若 tx1y yf) 是 方程 x? -4v?= 1 的 整数 解 ，{x;， yz) 是 方 
程 x: 一 妥 y: = 《一 0*C;: 的 整数 解 。 我 们 来 看 ， 巾 
Xs tv = (xi tv A yD x t+ yz) 


所 鹤 定 的 燥 数 对 (xa, Ve) 


, Xs = Xa + A yy 
这 里 


Ys = KY + Xa 
显然 有 xx; 一 AAy3= Cxs— v Ay) xst+v A Yo} 
= (xi 一 wa 一 w+ dy1) 
(za Ad 3) 


={t—1)"Cy 

斌 荐 说 整数 对 (xs ys) 是 方程 x 一 有 4 让 = 一 ?Cn 的 整 
数 解 。 因 此 我 们 可 以 很 简 合 地 利用 基本 方程 x*- 4y*=1 的 整 
数 解 遂 式 米 写 出 x 一 Ay = (一 1)* Cy, 的 整数 解 通 式 。 

设 (xoy yo) 是 方程 x?* -4y*= 1 的 最 小 解 ，(%1, 和 1) 是 方 
程 x 一 和 y= 一 1 的 最 小 解 。 那 未 ， 方 程 x 一 4 
= 一 ”Ci 的 总 数 解 为 ; 

tv Ay=+(X tv A Yo)™ (x 土 有 4 y1) Cn 是 各 数 )》 


例 52 求 方程 x -33y? = 一 8 的 整数 解 通 让 ， 并 算出 它 
前 最 初 风 组 整数 解 。 


1 34 








1 
一 一--.-- 一 - - 一 一 了 + 一 -一 
“33 一 与 入 K, 
8 Ww 33- 3 1 
二 -一 一 =- 吕 十 
vv 33 一 3 3 Ra 
33+ 名 i 一 1 
Ks t+ KK=v a3t $=10+ 二 
2 KEK, 4 了 号 10 KR 
~ 1 “一 
w33- 5 1 
， .一 1 1 1 1 23 
本 -= 二 | 一 - -. 42. .._ 三 
“337 3 2 b 4 


妈 方 程 xz 一 33y2= 1 的 最 小 解 汶 ‘23; 4 )。 

对 C1= 8 * 故 与” 为 帝 数 ， 合 是 。 

取 %1 =5， 得 方程 x? 一 33y?= -8 的 量 小 解 (5,1》。 

所 挫 方 程 x: 一 33 六 = -8 的 整数 解 为 

X93y= 圭 (23+ 4 53)*(5 土 v33) (fn 为 整数 ) 

它 的 最 初 几 组 整数 解 . 

FF=0 时 , 济 45,1)05, 一 t(-5, 一 1 一 551) 

一 士 1 人 和， 得 

士 (123 士 4w 33) 056 士 337 = 土 [ (23x5 土 4 x 33) 
寺 w“33120 士 23) 

有 八 组 解 , 汶 (17,3) (一 17, 一 3) (247,43), -247 ,一 437， 
(C37, 3) ,~ 17,3) (C247, ~ 43),( ~ 247 ,43)。 

例 53 求 方程 x 一 21y ?= 4 的 整数 解 。 
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解 ， /31 = 1+ 六 Ki= 2 和 4 
“+! 1 Ki= t+ 
KY 3+ 3 _ 14 A Ke= a+! =1+ 是 
Ky= v9]1+4=8+- 外- K;,= KI 


s=6, 取 8e= >， 得 x,=55，w = 12。 


C= 4， 1 二 2 为 情 数 ， 台 题 。 
由 8 = 党 ， 得 x13; 431 。 


所 这 方程 x 一 21 y= 4 的 整数 解 为 
x +w21Yy= 士 455+ 12v 21)"(5 土 v21) ("7 为 整数 ) 


例 54 有数 千 块 正方 形 的 小 袜 苇 ， 用 来 铺 一 些 同样 大 小 
的 正方 形 平面 ， 正 好 可 以 铺 了 7 个 这 样 的 平面 。 如 有 全 部 用 
来 铺 一 块 大 正方 形 平面 ， 最 后 还 多 3 堪 ， 求 这 批 小 磁 想 的 数 
站 。 

解 ， 设 铺 天 正 方形 平 前 需 小 方 禹 砖 关 块 ， 铺 一 个 小 正方 

形 平面 需 小 万 磁 疙 入 块 。 

按 题 汪 x?+ 3 = 了 3 

th YY 


A ] -| 
人 ww 一 由 十 .-. =. -= 1 十 KK 
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T+ 1 
-7 1 + 一 
-. v7 
i 一 1 本 1 十 KK, 
KR,=v 7 +2= 六 - K,= kK, 


所 大 -7 和 = 一 3 的 整数 解 为 
x+w 了 yy= 土 (8+3w7 nt2 二 ww 了 (n 为 


整数 ) 
其 正 整 数 解 ， 
= 0， 为 (2， 1)。 
n= 1] 时， 为 (5，2)，(37，14) 。 
ff? 有时， 有 XX+v 7 3= 士 564+63+48w 7) 


(2 土 7 得 (82，31),(590，223)。 
n= 3 时， 有 . 
x tw 7 y= [S512+15l]2+v 7 (576+ 189)1 
按 从 小 到 大 的 顺 汉 排列， 小 磅 夸 的 数 上 月 (x+ 3》 可 能 
A 
i ” 29, 1 37 2 Di s 481U3, nis 


其 中 符合 题目 “ 数 千 块 ”的 解 是 x = 82。 
这 批 小 方 磁 砖 的 数目 是 6727 块 。 


练 习 


(85) 用 连 分 数 法 求 方 程 x: -67y:= 9 的 一 组 下 整数 解 。 
(86) 求 出 二 组 正 整 数 对 ， 使 满足 方程 x 一 38y*= 一 2。 
(87) 装 方程 x ~ 227y:= 2 的 最 小 解 。 

(88) 用 连 分 数 法 求 出 方程 -13w% = ~- 3 的 一 组 正 整数 
解 ， 它 的 第 二 ， 第 三 对 正 整 数 解 (pn，gn》 的 “ 僚 号 ”1 各 
应 取 几 ? 

(89) 求 % 一 57y*= 了 的 整数 解 通 式 ， 并 算出 它 的 最 初 几 
组 解 。 

(90) 求 x* 一 384y*= - 3 的 整数 解 通 式 。 

(91) 求 和 一 1832= ~ 2 的 整数 解 通 式 。 

(92) 有 二 种 方形 的 包装 第 ， 横 又 每 边 可 放 货 赵 的 数量 相 
同 , 箱 内 著 一 层 货 物 。 攻 将 一 只 大 包装 箱 内 装 的 货 网 分 装 到 3 
只 小 和 包 妆 箱 内 ， 那 来 还 少 2 件 才 能 使 3 只 小 包装 箱 都 装 满 ， 
问 二 种 包装 箱 各 能 装 多 少 件 货 物 ? 

(93) 有 大 小 一 梯 ， 各 种 闫 色 的 正方 塑料 块 ， 将 它们 全 部 
膀 合 成 一 个 太 正 方形 还 多 3 块 ， 如 将 它们 胺 合成 到 小 相同 的 
小 正方 形 ， 则 正巧 可 以 旷 成 12 个 正方 形 ， 求 这 批 塑 料 氛 的 数 
问 。 
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十 了 天. 关于 妇 Ay’= (. 


的 整数 解 
前 面 儿 节 讨 论 竟 二 元 二 次 不 定 方 程 可 以 皮 纳 为 
x A 


的 形式 。 “44 是 韭 零 整数 ,CC 是 整数 ) | 

1” 洛 C= 0，4 半 0 则 方程 仅 当 工 为 完全 平方 时 有 整 
数 解 ， 且 有 无 穷 给 解 。 

加 C= 0 4<<0 只 有 雪 解 ， 即 *Y= 和 0，y= 0， 

2” 当 - 妇 是 完全 平方 的 正 整数 时 ， 方 程 无 正 整 数 解 ， 或 
只 县 有 有 穷 组 整数 和 解 。 此 时 可 运用 平方 昔 公 式 进 行 因 式 分 
饼 ， 然 后 按 奇 人 笛 分 析 法 和 约 倍数 分 析 法 得 解 。 ‘第 十 刷 》 

3” 当 过 是 负 糙 数 时 ， 者 CC 过 0 无 解 。 若 C> 0， 

设 和 = wy? =v 渤 行人 民 换 。 得 

u+ |Aiy= | 

为 一 次 不 定 上 方程。 可 议 先 求 它 的 正 整 数 解 tw, 2) ， 再 
求 x 一 y= 的 整数 解 (x%w，y)。 

由 于 盖 元 一 次 不 定 方 程 4+ 14 引 =C 正 整数 解 的 有 限 
性 ， 走 此 时 生 一 人 入 = 无 整数 解 或 仅 上 共有 有 私 组 整数 解 。 
且 解 的 组 吉 较 之 一 次 不 定 方 程 wW+ |4v=C 远 为 少 得 多 。 若 
方程 比较 简单 ， 可 用 直接 代 人 试验 的 方法 米 求 解 。 
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例 55 ” 求 不 定 方程 x** +12y = 1621 的 整数 解 
和 解 ， 设 办 = 其 ， 则 
x%2 = 1621 -12K (1) 


KK 为 完全 平方 数 ， 且 0 <K<| 121|-= 185 


入 太 =1，22，3z，。112， 代入 (1) 式 。 
得 x?= 1609，1573，1513，1429，1221，1189， 1033 ， 
853，649，421，369。 
册 王 党 全 平 廊 数 的 末 位 数 必 为 0，1，4，5，6,，9 
六 个 数字 之 一 ， 政 上 面 末 位 数 为 3 的 四 个 数 昌 然 不 是 名 全 平 
方 数 ， 弃 去 。 
从 C13 式 可 知 2 为 奇数 ， 而 奇数 平方 被 8 除 余 数 为 
1 。 (网 俩 46) 一 个 数 能 否 被 8 整除 只 要 看 末 三 位 数 能 从 被 8 
划 除 恒 可 知道 。 于 是 从 关 的 数列 中 再 奔 去 不 符合 的 ， 就 只 剩 
下 三 个 数 了 。 这 二 个 数 是 
1609, 649。169 
其 中 只 有 169 是 一 个 完 人 多 平方 数 ， 所 以 
2 二 132， v=11°, 
原 方程 的 束 数 解 有 了 组， 为 
(13, 11), (13, —11), €—-13, 11), -13, 
-11), 
此 例 中 适用 未 位 数字 求 分 析 的 方法 ， 在 解 不 定 方程 中 也 
是 常用 的 一 个 方 革 。 : 
4” 当 站 是 非 完 全 平方 的 正 整 数 时 ， 
若 C =C- "Cn， 则 x?~ Ay:=C 有 无 穷 多 组 整数 解 。 
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(Ci 为 vA 化 连 分 数 时 ， 从 KK, 一 记得》 
若 全 (一 1)*C.， 且 |Ct 之 vw 4 那 未 方程 无 解 。 此 时 如 
果 有 iC| > 4， 则 可 转化 成 把 1|< 了 的 情况 来 解决 。 下 


硼 分 绍 一 种 化 法。 
方程 党- 4 天 = 吉 《4 是 非 宛 全 平方 的 正 整 数 ， 之 
vA) 《1》 


A+tb 
人， 


谈 束 数 ， 和 天 满足 等 式 严 = 4+ Ch， 且 0 长 地 


由 于 0 二 1<| -| 而 0 之 vA 之 I ， 即 0<4<C 





因此 六 = | 上 证 志 这 - al 
我 们 得 到 新 方程 %53~ Lo= 《 上) 
可 果 方 程 (2) 中 ， 国之 vw 4， 且 有 整数 解 。 
设 (xo， yo) 为 方程 42) 的 任意 一 组 整数 解 ， 那 术 

x tv dy=gxz+w Ay titv A h (3) 


一 定 是 方程 (1) 的 钥 。 
从 {3)? 得 . “于 y= -二 和 
其 中 的 4 十 2 号 ， 二 式 同 取 “ 二 二 号 或 同 取 **-” 写 。 


代 人 方程 (1)， 


， | AyYy: Aly txo)’ 
xX 一 村 yt=- 二 
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Bw? — Ay3) — Atxo — A ye) 


湛 足 方程 ' 1)。 

反之 可 证 ， 若 (xu 1) 为 方程 (1) 的 任意 一 组 整数 解 ， 
那 未 ， 

x + Ay= x+ Av) 一 一 一 


xt Ay Ut 


-一 人 LL ng. 


A 
一 滞 是 方程 627 的 解 。 


这 晶 x = (lx 二 40 ya 





其 中 略 二 字 ， 玉 所 二 式 同 取 他 于 全 或 上 本。 
代 人 方程 (2) 


吕 
Y2z -村 yz = Raat (lt Ayy: -yl 主 X1) 


= - Ayi)y- A(x! — Ay?)) 
-EA 
二 咱 
满足 方程 C2) 
总 之 ， 方 程 x 一 4y* = C 的 整数 解 ， 可 通过 将 方程 
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4 而 得 到 。 这 里 整数 1， 





x* - 47 = 的 整数 解 乘 以 二 去 
1 满足 严 = 4+ oj，0<S 发 | - 引 | 于 是 内 < 区 
戎 仍然 网 之 vw 卫 ， 那 未 再 “如 匡 袍 制 ” 新 方程 ， 继 续 
这 个 过 程 ， 直 到 网 <<v 本 。 
例 56 ” 求 整 数 解 。 
x — 20y*= -11 
解 ， 因 |-11| 沁 vw206， 先 求 适合 
i2=20—11 
的 整数 1，A。 
和 于 需 0<1<| 3 如 0< 7<s 


虐 0 志 20-114 坟 25 即 -六 和 he 


只 能 取 = 0,1。 试 得 48= 1 ，i1= 3 适合 人 = 20 11h， 
新 方程 为 xf 一 20y? = ] 


Fe 1 1 _ _9 
V20= 4+ (FB) = 2， 8- 
新 方程 的 整数 解 为 


xiyw2071= 土 (9+ 2 v30)* (是 整数 ) 


于 是 方程 x 一 20y*= 一 111 的 整数 多 为 
xfv20y= 土 (49+f 2 20)*(3 土 v30) (是 整 烙 》 
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例 57 求 整 数 解 ， 
Xx 32y = ?7? 
解 : 1- 7 了 7!1 放 v 32， 先 求 这 合 


I= 32—7h 


的 整数 i，#。 


因 0 志 ! 芝 3， 得 
0 委 32 -7h<<9 有 即 入 < 上 < 二 3 


只 能 吧 a= 4 ， 得 != 2 。 新 方程 为 





wi — 32¥1 一 
化 连 分 煞 。 
WA 一 + 1 EK 一 2+5 = 1 十 . 1 
32 Ki 1 7 K, 
32+ 2 l 
32+ 2 + 1 天- -14 
了 4 ] KE, 司 7 1 KE, 


= v9+ 5 = 10+ - 左 一 Ky=K&, 


s= 4， 其 中 Cs= 4 .“ 番 号 ”3 为 偶数 ， 适 合 新 方程 。 


得 新 方程 x? - 32y? = 4 的 整数 解 为 
xi tw any= 寺 (17+ 3v32)* (6 土 v 32) 


(i 是 整数 )》 


所 以 原 方程 x 一 32y:= -7 的 整数 解 是 


1 44 


-2 十 V32 
x + 3 y= 二 (l7+ 3 55) (6 90) Fe 9 (3 是 


整数 ) 


这 里 三 个 * 士 ”号 名 不 相关 。 


ww _. 
太 (6+ vw 39) - < 一 一 32 -11+ 2 “39 


— {86+ vw 0) 2 -~ 332 5 + 39 
可 推 郑 : 


/5 
4 (V3) 二 


= 十 {11 圭 232 下 十 【5 十 32) 
因此 原 方 程 的 整数 解 林 和 记 写 成 
#+ew32y= 士 (17+3v32)rg11 士 232) 或 
x+wv329= 士 (17+Sw32)Jn(5 士 w 32) 


得 前 后 二 式 互 相 包 含 。 这 是 因为 ， 
— {17+ 3 35)(11 一 2w 92)= 5 + 32 


— (17+3v32) (5 -v32) =11+2v 32 


总 之 ， 我 们 只 和 辟 在 二 式 中 陪 一 式 肥 可 表达 。 邻 取 
x+w324 = 二 (l7+ 3 9309) (5 32) 


(1 是 整数 ， 前 后 4 士 ? 号 各 不 相关 ) 是 为 原 方 程 的 整数 


又 解 ， 前 而 32 化 连 分 数 中 有 
C= 
“ 釉 号 ? 为 半数 ， 符合 题 给 方程 Xi 2 Y= 一 了 ; 过 此 


i143 


需 可 直接 冰 散 。 


5 

1 
得 方程 的 整数 解 为 
x+v“35y= 士 (17+ 3 30)4(5 十 v32) (nn 是 整数 ) 


例 58 求生 -6 入 =57 的 整数 解 。 
解 ， 因 87 之 6 ， 抑 求 运 合 


1 = 6 +57h 
的 整数 请 ， 责 
or 
出 于 0 起 i<|[™| =784 
即 知 荆 全 < 放生 和 
DT 


职 有 = 0，1，2"13 试 之 得 
=10， 上 = 24， 新 方程 为 

x -Hyi= 10 《1 
几时 仍然 10 6 。 再 如 上 上庄， 求生 合 


一 6 + 10h; 
的 整数 请， 


因为 0 专 i:<[2] = 25 





-6 25~ 6 
jh 
BE 10 10 


取 上 = 0 1, 试 之 得 


i46 


fs 一 1 ， 1, = 中 ， 第 二 个 新 方程 为 
Xi—6v=1 i ) 


得 方程 ( 2 }) 的 整数 解 为 


xs 十 w 如 = 土 (5+2 6 Cn 是 整数 ) 
于 是 方程 (1 的 整数 解 为 


wy= tt(5+2v 6)"* (C4 士 v 8) (ln 是 
整数 ) 
原 方 程 的 整数 解 为 


x+w 和 ywy= 土 (+2w Fdtv Ydiv 6 /10 
从 (4d+w6)r2d+w6yw10=(51+14vw 6》A5 


(dt BI HI) AI0=9+2w 6 


前 者 (x，y) 非 歼 数 ， 侈 去 。 推 惹 原 方 程 的 整数 解 
为 ， 


x+w6y= 十 (5+2w6) (9 圭 2V 6) (为 整数 ) 


练 习 


(94) 求 不 定 方程 x+7 吉 =792 的 竖 数 散 。 
(95) 求 不 定 方程 9x?+ 5y? = 269 的 坚 煞 解 。 
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(96) 求 下 列 不 定 方程 的 整数 解 。 

(1) % 一 2 = 1 

(2) x:—2y*=— 1 

(3) x*— 2y*= 2 

(4) x*—2y= 0 
(97) 求 *: 一 39y?= 10 的 整数 解 。 
(C98) 求 x? 一 30y = 1 的 整数 解 。 
(99) 求 x: -2 y=71 的 整数 解 。 
(100) 求 x% -4242= - 17 的 整数 解 。 
(101) 求 x? 一 15y = 61 的 整数 解 。 
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十 六 、 一 般 二 元 二 次 


人 不定 方程 


在 解析 几何 里 ， 关 于 一 般 二 次 曲线 方程 

fxy y=aox:t bryd+eyvi+dxtey+f= 0 的 讨论 ， 
也 适用 于 一 般 二 元 二 次 不 定 方程 。 实 际 上 不 定 方 程 的 整数 解 
旺 契 图 象 〈 直 线 或 二 次 曲线 ) 上 的 整 点 ， 好 盘 标 《xz ， 切 是 
整数 的 那些 点 。 

一 般 二 元 二 次 不定 方程 

加 Xi 十 bxyvyt+ey +dx+rey+f= 0 (1} 

(a Bb， Cc dH 2 为 整 狐 ) 
1 者 有 


b 2c 和 = 站 
d gE 2f | 
即 doc + bde ~ qe* ~ cd: fhbi=0 
那 未 原 方 程 可 以 分 般 成 二 个 一 殉 不 定 方 程 来 般 。 方 程 的 
图 稼 站 二 茶 或 相 友 ， 或 平行 ， 或 重合 的 直线 ， 其 整数 解 起 直 
线 上 的 整 扎 。 
2 硬 
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b 2c e | 天 0 
d © 2f 

EE. pacQ@A 0 

那 未 累 居 程 总 可 让 化 成 


A 是 玉 靳 ， 好 关门 
锚 的 二 次 不 定 方 释 来 和解 。 方 径 的 图 象 苹 逢 闻 或 双 曲 线 ， 其 束 
数 解 总 曲线 上 的 攻 操 。 
3 车 
20 p dod | 
b 20 e | Em 
dd e 2f | 
日 pi:— 4ac= 
那 末 慰 方程 为 型 物 线 型 ， 可 导 成 一 个 未 知 数 为 一 次 的 不 
定 方 程 六 和解 。 其 整数 解 是 典 物 线 上 的 整 点 。 
为 了 简便 ， 解 一 般 二 元 二 次 不 定 方 程 (1) 时， 我 们 先 将 
它 看 作 是 x 的 二 次 三 项 方程 。 
GX2 十 【日 人 二 好) 和 二 (CeYy 二 + 一 0 
这 用 东 根 公式 。 


1 
= 2 (byv+d) 
士 (bytd)i~datcy :tey+f)] 
赫 理 和 银 号 因 的 和 多项式， 使 成 拉 的 工 次 三 项 式 。 


【有 5 一 4aC) yt2(bd— 2a0e) 3 十 人 一 
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若 原 方 释 有 整数 解 ， 则 根 号 内 代数 式 的 值 攻 为 完全 平方 
烧 。 令 其 等 于 cw 是 正 整 数 ) ， 由 有 


{by+ tn 
名 六 


雍 二 


又 内 
(bi- dacy vy + 20hd ~ 208) y+ (9 一 4 一 二 
-0 
按 求 根 公 式 解 得 


_ 1 _ 
= pr ar (204 bd) 


tv (bd—2ae)s— (hi — da (td:— daf 一 全) 1 
整理 要 号 内 的 式 子 使 成 
[Chad— 2a0): — (Bb - dac) (0? — 4of)] 
+ th? — dac}w 


同 理 令 其 等 于 史 《z 为 正 整 数 ) 


六 令 = 有 一 4af 
C= {hd 206) — (hi— dac} {td? ~ 4af) 
则 上 式 便 为 
UvU*— Aw = 《村 ， 蕊 是 整数 ) C3) 
型 方程 了 。 并 有 
- ee Ee. .C4) 


然后 只 需求 解 方程 (3)， 并 取代 人 和 人 (2353) 式 后 使 和 ys 
为 称 数 的 解 ， 妈 为 原 方 程 的 整数 解 了 。 
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在 具体 解 一 般 二 元 二 次 不 定 方 程 时 ， 要 综合 运用 以 前 学 
过 的 方法 。 下 面 是 一 些 例 子 。 
例 59 求 4%:-4xy 一 3 和 一 4%+di0y~3= 上 0 的 整数 
解 。 
解 ，G= 4，b=-d4, c= 3, d=- 4,，e=i10, 
f=—3。 
8 一 4 -4 
一 4 下 J]0|= 0 
~4 10 -6 


原 方 程 可 以 分 解 成 二 个 一 次 不 定 方 程 。 
因 式 分 解 得 
(ax — 3y+ 1)(2x%+ y-3)= 0 
分 别 解 ，2Y1 一 391+1= 0 
2Xz+ ys 一 3= 站 
xX. 二 31+1 X= 
{ 人 (Hi， 和 为 整数 》 
Yi1= e+ Ll yi=3— 2 
即 是 厌 方 程 整数 解 的 通 式 。 
例 B0 求 3x* -8xyt+t7y -4x+ 2y= 109 的 整数 解 。 
解 ， 按 3x?+(-8y-4)x+(7y*+2»-109)= 0 
运用 求 根 公式 ， 得 


ee 一 一 


w= (By+4) EY {87+4) -12(7y +2 109) 


整理 根 号 内 的 代数 起 。 成 
4 一 5 入 二 107 +331) 
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谈 -5 和 +1074+331= 2 《8 为 正 束 数 )， 出 


= el1y) 


求 藉 -593+109 上 +331 一 地 = 人 得 


a 


-10 十 100 十 20(331 二 te) 
0 


整理 报 号 内 的 代数 式 ， 成 

20t336 一 到) =4X5(336 - wu:) 
要 成 为 完全 平方 数 ，(336 一 三 ) 必 有 因数 5。 
仿 设 336 一 上 = 5 (Cv 为 正 整 数 ) 


因此 ?= 土 忆 C2) 
人 解 H+ Bvt = 336 C3) 
月] ur = 336— Bw 


由 于 5v 的 玉 位 数 古 0 或 5， 因 而 ‘(336 - 5w*》 的 末 位 数 


只 能 起 6 或 1。 耻 就 十 的 未 位 数 是 6 或 1， 所 以 4 的 玉 位 数 
是 1 或 4 或 8 或 9， 


Ja= 1 4， 5，9，11，14，16。 试 之 (福音 19: 


= 361>>336 ， 鼓 19 以 上 均 不 合适 〉》 得 二 组 正 整 数 和 解 满足 方 
程 ( 3 )。 


Hs 三 16 


[人 
Wi 守明 zz 二 上 
代入 ( 1)(2) 二 式 ， 得 原 方程 的 四 组 理 数 和 解 为 
{144， 9)， {= 10, — 7)s (2, sh), (2 一 号 ) 
例 61 求 3xsy+232 -4z--37y=12 的 整数 解 。 
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解 ; 因原 太 程 关于 * 尽 一 次 ， 故 先 求解 x。 


2 +3y+12 
本 一 


将 此 式 二 边 守 以 3， 并 分 离 其 整数 部 分 。 


< 


3 一 + 
一 过 再 乘 以 3 ， 并 分 高 其 整数 部 分 。 
9 一 67+1+3 eT (1) 


分 解 112 的 质 因 数 。 
ll2=2x2?x2xw2x7 


二 是 (3 -4) 或 一 一作 为 112 的 因数 ， 可 能 是 


士 1， 二 2， 土生 ， 二 7 了， 十 8， 二 14， 1]6; 二 28， 
士 86， 士 112 
得 按 ( 1 ) 式 


112 ， 
1 + yf 了 ”3(3x+2》) 为 3 的 倍数 。 


by 11z — % 
所 以 : 工 2 可 为 
一 1， 2 一 4 ， 一 7 了 ， a， | 4 — 16, 一 28， 三， 
-112 
推 得 3yYy-4= -112， TI — 28, — 1， ds 8 一 站 
~+4 2， 一 1， 
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解 出 y， 并 和 代入 ( 1) 式 ， 得 到 对 应 的 x 值 。 

总 之 淹 方 程 有 下 列 10 组 整数 解 。 

(24， 一 36)， (一 13，20)，(5， —8), (2 一 4)， 
(-3， 6), (—1, 4), (~1l, -1}, (—3, 0), 

(C5, 2), {—13, 1) 

例 62 求 9x: -12xy+4y+3xX+2%-12= 0 的 整数 


解 ， 运用 求 根 公式 得 
w= 12) EY (2y~3) -36(4y +2y -12) 
18 
简化 根 号 内 的 代数 式 ， 成 
GC(— 168v+49) 


仿 一 16y+ 得 = 雪 Cw 为 正 乾 数 ) ， 则 


wx ( 1 ) 
_ 449- 想到 一 上 
y= i 3 E (2) 


从 {21) 茂 可 知 ， 玉 一 1 需 为 15 的 信和 数 ， 因 此 # 为 可 数 。 
设 4=2KK1 -1 《 攻 为 自然 数 ) ， 


”latKi-K1 ul-1) 
代入 IE 得 1 


其 中 ( 扩 ,-T) 和 并 1 是 二 个 连续 前 非 仙 玖 区 ,， 必 有 一 个 为 
惕 数 ， 月 是 4 的 倍数 。 
令 上 | 一 上 三 4K， CK 是 非 久 载 数 》 
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则 二 =4 天 z+ 1，a=8K +T 1, 
邻居 = 4 站 3， 

网 本 = 上 六。 一 1。 

今 分 此 二 种 情 说 讨论 如 下 ， 

一 、14=8 玫 +]1。 找 和 人 (17083) 了 二 起 得 ， 


xm (3) 
或 x = 1-2K,_2K, -DAD (4d) 
y=3-4K;s-K, (5) 


1 说 上 ,= 3 太 ，(K, 是 非 负 整数 ) 分 别 代 入 (3) 式 (5) 式 


得 
x= 2K; +2K,+2 
} (6) 
= — 36K ;3K s+ 
取代 入 (4 ) 式 无 整数 解 。 
2 设 兵 := 3 二 1 代入 (3) (4) (5) 式 ,得 二 组 整数 
解 


x= -24K: -14Ks 
| (7 ) 
J 三 “36K ;一 27K 区 a 一 2 


x= ~ 24K ,~ 22K -9 
, (8) 
三 一 36 兵 , — 27K ;1—2 


3 设 信 ;=3 玉 s+2， 民 人 (3) 式 ， 无 整数 解 。 又 代入 (4) 
‘50) 式 得 一 组 整数 解 。 


136 


区 时 ~ 94K -98K 13 


| (9 ) 


y= ~ 806K, -51Ks- 15 
一 .、 = 8K.,— 1, 代 人 人 (12 二 陈 得 ， 


1_2 了 2 区 2 下 :+ 2 (10) 
或 = 22 天 人 人 二 《tlI) 
y=3-4 改 。 + KK， (12) 


1° 设 下 ,= 3K,， 和 代 人 (中 0) 式 ， 无 整数 解 。 双 代入 (11) 
(12) 穆 得 一 组 整数 解 。 


并 三 -24 改 一 2 了 +2 
{ | (13) 
y= -36K ,+3K;:+3 


2° 设 玉 , = 3 玉 E+ 1， 代 入 (10) (12) 得 一 绍 整 数 解 。 


(i od4Ki1-10K,+1 
{14) 
一 -36K: ~ 21K, 


又 伐 和 fl11) 式 无 整数 解 。 
39° 设 瑟 ,=3 本 ,+2 代 (10011 71712737 式 , 得 二 给 整数 解 。 


x= -24 改 * -26Ks-5 

| (15) 

y= -36K = 45K4-11 

x= —24K,-34Ks-10 

{ (16) 

= 一 36 兵 ， ~ 45 下 3 一 1 

终 上 记得， 共有 八 组 整数 解 遂 式 ， 见 46) (7) (8》 (9) (13) 

(14) (15) (16) 等 式 。 


但 若 以 -天 * 代 在 (67 式 中 的 久 ,， 即 得 (13) 式 。 
着 避 一 (下 x+ 二 代 蕊 (7 ) 式 中 的 天 s， 旭 德 (16) 式 。 
知 以 -《 开 s+1]1) 代 替 (8 ) 式 中 的 其 。， 即 得 (15) 式 。 
若 以 - (天 s+1) 代 款 (09) 武 中 的 乓 。， 即 得 514) 趟 。 
于 是 我 们 将 太 : 扩 大 定义 为 整数 ， 那 未 具 要 取 上 面 入 组 
和 解 的 前 四 组 解 惑 后 四 组 解 即 是 原 方 程 的 整数 解 通 式 了 。 

例 63 x-gxy—-17y +72y—75=0 
求 它 的 歼 数 解 ， 济 算出 它 的 二 组 正副 数 解 。 
化 简 根 号 内 的 代数 式 ， 得 

33 4 一 2 二 75=3 人 11 和 一 247 十 25) 
令 11 和 一 247y+25=35 《为 正 整 数 ) ， 则 

X= 二 4》 士 34 《1) 


[aa eg 


二 
33 纪 一 131 
信 33 和 -~ 131= 只 《2 为 正 整 数 ) ， 则 


_ 12+Fv 


1 C2) 





» 


食 Vv 33u° = — 131 (C3) 
求 整 数 1， hi 使 满足 


时 
站 =33 -1315 0 is | = 4225 


T°8 


4225 一 -3 hh, 
改 一 131 TE 条 


可 取 一 32 至 0 各 整数 。 
由 守 樟 方 数 广 的 末 位 数 为 0，1，4、5，6，9。 因 


此 的 未 位 数 需 为 7，8， 1， 2， 3， 8。 


命 试 得 81 = -32，=65， 革 方程 为 
Ui — B33uf = — 32 (4) 
再 求 整 数 !;,，、b; 使 适合 
六 = 33 -39h 01:<256 
推 往 h = -6， 一 5，1， 斌 之 得 
hz =1，8=1， 痢 方程 为 


-33u2 = 1 (5) 
1 了 3 
轩 V33- 5+(T ,3+1.16) 4 hme 


所 以 方程 45 ) 的 整数 解 为 

十 V33us = 土 (23 + 4Y33)* (n 是 再 数 ) 
方程 (4 ) 的 整数 解 为 

Uv 330 = 士 (233+4w33)2(01 士 33) 
方程 (3) 的 整 煞 解 为 
vit v33u= 圭 (23+4vV 33)*(1 填 V33)(65 十 Vv 33) /32 
从 (1+w33)(65+w33)A32= (49 + 39 33) /16 
区 {1 + 33)(65- V33) /32=1+2v 833 
前 者 为 非 整 数 解 ， 合 去 。 
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方程 《3 ) 的 整数 解 往 化 成 
vv 3 土 (23 + 4v 99)"r1 寺 2v 33) C8) 
绸 从 (17(023 式 得 


十 5 = 一， 十 =1ly~12 
将 #，w， 扩 大 定义 为 整数 ， 代 人 (6) 式 。 


wa 
(117 -12)+ 二 全 宪 人 


= 十 (23+ 4w 33)rft 土 2 v33) 
好 337y 一 36+w33(X — 4y) 


= 士 3(23 +433)n 01 士 2 33) 
原 方程 的 整数 解 包含 在 此 通 式 中 。 
当 n =0，1 时 ， 得 
33y—36+V33( x-4y)=+t3+ 6V33 


33y~— 36+v 3 x- dy )= 土 723 士 126w33 
lly-1i2= 土 1 tily -12= +241 
人 (yi 

得 正 整 数 解 二 组 ， 为 《1I0，1) ， {218，23) 。 

例 684 沿 一 条 灌 狂 渠道 的 一 边 ， 排 列 着 三 光大 小 不 癌 的 
正方 形 果 园 ， 共 有 果树 3890 株 。 星 面 的 果树 都 依 行 依 列 地 排 
成 直线 ， 行 距 与 株距 都 一 样 。 即 每 株 果 树 所 占 正方 形 地 的 面 
积 相 和 等。 如 录 若 浴 兴 渠 道 的 一 边 上 从 头 走 到 底 ， 可 以 数 得 党 党 
道 一 锯 共 有 业 树 986 株 。 这 三 捧 地 ， 第 一 砍 面 积 最 大 ， 种 的 是 
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蕉 果树 。 第 二 块 面积 其 次 ,种 的 是 哥 树 ,第 三 块 种 的 是 桃 笃 ，: 
桃 树 数 目 昌 少 ,但 不 少 于 百 株 。 问 三 块 地 各 有 果树 多 少 标 ? 
解 ， 设 三 块 地 各 有 果树 空 株 ，y2 称 ，z2 株 。 


欣 题 合 有 方程 ; 
(1 《1) 
w+ 二 2 = 390 (2) 
且 %* 记 7 六 x 记 10 均 为 下 整数 。 
从 (1 ) 式 得 2=96 一 x 一 yy C3) 


代入 { 3 ) 式 ， 消 去 z， 间 加 以 整理 。 
X2+ y+xy -dx- 06y+2683= 0 
ve 96- yi™ (y-96)" -4(y’ -~ 96y+2663) 
2 
整理 根 号 内 的 式 子 ， 成 
一 8 二 19237 一 1436 
仿 -3y:+192y -1436=g (4 为 非 负 整数 ) ， 删 


= 


‘4) 


又 y 132 二 192 1200 +1436) 
根 号 内 的 式 子 为 
19632 -- 12x2 = 12(1636 一 坊 ) 
为 使 其 为 完全 平方 元， 令 1636 -二 =3v 《pz 是 非 负 整 
数 ) 。 则 
4 二 8 十 好 {5) 
解 + v=1636 
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由 于 完全 平方 数 的 末 位 数 是 0，1，4，5，6，9。 
所 以 相应 的 1636 一 人 既 的 林 位 数 可 为 6，5，2，1，0，7。 
同时 3 的 未 位 数 可 为 GG，3，2，5， 8，?7。 

3 1636 一 ww， 比 术 1635 一 下 和 3v 和 的 求 位 黎 ， 棋 辣 
的 公有 0，2，7，5。 此 对 对 应 的 "的 末 位 数 为 

0，2，3，5，?7，8。 


取 0 < v<| 1836] = 23 中 ,未 位 数 与 上 列 相 符 的 。 


试 得 (vu，#) 之 三 组 正 整 数 解 为 
(CB, 38) ， C1l5, 31) ， 《23，7) 
和 代 A 和 (4)(5)C3) 式 ， 可 得 Cx，y，2#) 的 各 整数 解 。 
取 x>y>z 六 10 的 ， 仅 一 组 解 (55，24，17) 
由 三 种 果树 , 华 果 树 有 3025 栋 , 开 树 有 576 株 ， 桃 树 有 289 


义 习 


《102) 求 7*2- 65xy+T7232= 0 的 整数 解 。 

(103) 求 15x?+31xy+14y*-335x -249y+700= 0 
的 正 整数 解 。 

(104) 求 3x" -1txy-4y+x+9y= 2 的 整数 解 。 

(105) 球 2y2 一 4xy 二 3x 二 17 的 整数 解 。 

C106) 求 25x*+9y+18y= 360 的 整数 解 。 

{107) 党 x+xy+2y 一 23x 一 J]7y+132= 0 的 整数 


(1083》 求 2342-3xy+5y= 了 7 的 竖 数 解 。 
(109) 求 2x2 -5xvy+3x-2y=10 的 整数 解 ， 
(110) 求 4ss 一 4xy+ y+2x+4y-~ 1 = 0 的 整数 解 。 


(111) 求 xx+ ?+ 过 = 84 的 整数 解 。 


(112) 求 32 一 dx 一 2x2+2y-28x=33 的 整 红 解 。 
(113)》 求 *z -YYy=- 32+52= 0 的 整数 解 。 
(lld) 求 正 闽 熬 解 。 
x+ YY+2= 23 
(a 
《115) 设 4 与 5 为 任意 给 定 的 整 黎 ， 试 证 其 方程 
Xt+ Daxwt+ Bb+t+3= 站 

和 xi+ lO0ax+58~ 3=0 
孝 没 有 整数 根 。 北京 1]978 年 数学 竞赛 题 ) 

(116) 青年 小 张 开 始 学 习 当 瞬 八 册 时 ， 旭 到 一 信 顾客 购 
买 利 ， 乙 二 种 单价 不 同 的 货物 ， 硕 客 同 时 买 一 件 申 种 货物 和 
若干 忻 乙 种 货物 。 小 张 第 一 次 算 的 时 候 ， 把 二 种 单价 搞 呢 
了 ， 甲 的 搞 成 乙 的 ， 己 的 搞 成 四 的 ， 续 条 总 价 复 成 1 元 3 角 
2 分， 但 小 张 又 算 了 第 二 遍 ， 旨 正 了 搞 错 的 单价 ， 算 得 总 价 
应 为 1 元 ?了 和 角 2 分 。 你 能 否 推 知 甲 、 乙 二 种 货物 的 单价 和 顾 
客 闫 的 件数 ? 
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十 七、 费 马 猜测 


英 于 不 定 方程 的 整数 解 或 正 整 数 解 ， 前 面 各 节 已 提出 的 
问题 基本 上 都 是 二 次 以 下 的 。 其 中 二 元 一 次 不 定 方程 如 有 多 
于 一 租 的 整数 和 解 ， 则 整数 和 解 成 等 差 级 数 。 而 二 元 二 次 不 定 方 
程 党 第 是 无 整数 解 的 ， 就 是 有 整数 解 或 有 无 穷 组 整数 解 ， 那 
末 它 的 解 比 起 一 次 不 定 方程 来 发 “ 稀 酸 ”得 多 。 至 于 高 出 二 
钦 的 二 元 不 定 方 程 ， 那 就 更 多 地 是 无 整数 解 。 车 有 怠 数 解 ， 
往往 是 有 限 的 ， 只 有 那些 可 以 化 成 一 次 以 下 的 不 定 方 程 是 例 
外 。 

例如 方程 x*+ 2 = ”有 维 一 整数 解 (5，3) 。 

方程 人 + 4 = 只 有 二 组 整数 解 C2，2)， (11, 5 )。 

方程 ax*+ y= 1 (a 是 整数 》 除 一 组 整数 解 (0，1) 
外 最 多 还 有 一 组 整数 解 。 

著名 法 国 数学 家 费 蕊 CFermatf}) 兽 断定 ， 当 tt 关 3 财 ， 

Xx"+ y"= 37 《nn 是 正 整 数 ) 
设 有 正 整 数 解 。 

费 马 在 世 时 ， 营 肯定 地 说 他 已 证 明了 上 述 命 慧 的 正确 
性 ， 但 是 后 亚信 们 并 没有 找到 费 马 的 证 明 。 于 是 许 杀 数学 家 
就 想 廊 设 闭 去 引 明 它 ， 在 证 明 的 过 程 中 ， 发 展 了 整数 论 ， 取 
得 了 许多 有 意 闵 的 成 果 ， 在 数学 发 展 史 上 起 了 巨大 的 推动 作 
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用 。 然 而 关于 费 马 命题 杰 身 的 证 明 却 直到 现在 仍 设 能 完 束 。 
仅 当 2 < 一 1100000 玉 其 倍数 时 ， 已 证 明定 圭 霹 立 。 

高 次 不 定 方 程 不 要 说 导 求 它 的 整数 解 ， 就 疤 判 断 方程 有 
无 整数 解 世 是 很 不 容易 的 。 这 里 ， 我 们 来 证 明 一 个 比较 简单 
的 例子 ， 扣 为 费 马 定理 雪 #= 4 于 的 梢 况 。 

例 85 证明 方 种 x*+ 凡 =2 无 正 整 多 解 。 

下 明 ， 人 = 天 代 生 车 ， 行 方程 

wt | (1) 

显然 原 方程 有 下 整数 解 则 方程 (1) 也 有 正 整 数 解 。 也 就 
着 说 ， 车 方程 ( 无 正 整 数 解 则 原 方程 也 无 正 整 数 解 。 前 后 
二 名 话 互 为 逆 否 命题 ， 因 此 要 证 x* + y= 没有 正 整 数 解 只 
要 证 明 x*+ y= tw 宙 有 正 整 数 解 就 行 了 。 

若 方程 (1) 有 正 整数 解 ， 设 zi 为 它 的 最 小 解 ， 对 应 的 xo， 
3y0 些 互 质 。 如 果 xo, 各 有 大 于 1 的 公 因 数 ， 那 来 4。 也 必 有 这 
一 因数 。 从 方程 中 约 去 这 个 公 因 数 ， 就 会 得 到 小 于 的 正 整 
数 解 ， 与 原 设 uo 为 最 小 和 解 不 符 。 同 理 如 ，x, 或 ww; yo 也 没有 
大 二 1 的 公 因 数 ， 所 以 x。，yo，wo 二 二 王 质 。 

按 第 九 节 “无 零 匀 股 ” 知 方 释 (1)? 的 正 整 数 解 x ， 为 
一 奇 一 偶 ， 基 为 三 者 中 最 大 的 奇 昭 。 

今 设 3 为 偶数 。《 若 设 2 为 偶数 也 一 样 可 证 》 则 有 


x =a 6 
yi =2ab (asb 为 一 奇 一 偶 的 互 质 正 整 
n= a + 数 且 > 吕 ) 

紫 时 a 不 能 为 侦 数 。 因 x6 为 奇数 ， 2% 被 4 队 余 1 ( 见 前 
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例 46) 而 吕 册 为 译 数 ， 产 被 二 除 亦 余 1 。 车 aa 为 偶数 ， 则 叶 
-6 被 4 除 就 会 余 3 了 ， 也 就 是 如 于 gq* ~ 6*?。 所 以 ao 为 一 


辣 一 


惕 在 这 里 只 庄 是 a 奇 5 吉 。 
设 b = 2c， 则 : 
yo = dac, 
用 (2)= Oc (2) 


左边 yx 为 偶数 (2 ) 为 完全 平方 数 。 
右边 因 o,6 下 质 ，ojc 也 互 质 。 要 使 (2) 式 成 立 ， 必 需 c， 


< 部 是 完全 平方 数 。 


数 。 


设 49 = ， c=? Cm ni 是 互 质 正 整数 ) 
代入 xx = 对 一 (2c)3 得 


xo 一 11 ~ tt1 


8] xi + (ony = (mi)? (3) 
仍 超 勾 股 定理 的 通 解 ， 得 ( 3 ) 式 的 正 整 数 解 为 
人 
2n? = 2de (de 为 一 奇 一 偶 的 互 质 正 整数 
Hit = d+ e? Ba >e) 


如 上 同样 地 国 213 = 2de，n? = de， 知 9d， 各 为 完全 平方 


误 d = EE= nn: {rm,, ry 让 五 质 正 整数 ) 
代 人 mt = d+ ee， 得 
tm = i+: 


与 方程 (1 比较， 我 们 得 到 了 方程 41) 的 又 一 组 正 整 数 解 
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(mt PH) 
证 月 二 = +h 
这 与 原 设 ts 为 最 小 解 耻 盾 ， 可 知 妆 + 内 = 有 无 正 整 狂 
解 ， 从 而 原 方程 x+ y = = 无 正 整 数 解 。 
上 上面 使 用 的 证 明 方 站 是 先 果 结 刘 放 数 降低 了 的 方程 。 若 
降 次 后 的 方程 有 正 整 数 解 ， 必 让 一 个 最 小 和 解 ， 然 后 用 尺 证 法 
加 以 香 定 。 庆 种 证 靶 在 正明 过 冬 中 可 连续 使 用 ， 吗 做 递 降 
法。 
过 马 定理 的 证 明 ， 经 过 许多 数学 家 的 党 力 ， 可 以 断定 节 
用 完 侈 初等 的 方法 是 不 可 能 成 功 脆 。 
凡 外 有 许 许 多 多 的 不 定 方 程 尚 未 解决 ， 登 如 
二 二 
的 整数 解 ， 虽 然 已 找到 了 许多 给， 
i"+6+8°°~-9°=0 
33+44+ 5*~- 6*=0 
13-90°—-10 +12”=0 
23— 13 +16 = 站 


但 真 色 现在 膛 设 有 找到 它 的 整数 解 的 通 式 ， 长 由 欧 拉 
(了 uler) 找 到 了 它 的 有 理 数 解 的 通 式 。 

点数 学 史 看 ， 不 定 方程 历史 任 太 ， 它 的 陡 究 与 整 笋 论 是 
密切 关联 着 的 。 如 果 能 鲍 找 到 基于 不 是 方程 研究 的 新 的 有 效 
方 落 ， 几 将 进一步 推动 芭 的 发 展 。 
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练 习 


(117) 其 上 今年 的 岁数 与 他 生日 的 日 月 数 相 乘 ， 其 冬 积 
正好 是 1978。 求 此 人 今年 的 宏 数 ， 叉 他 的 生日 是 几 月 几 日 ? 
(118》 寻求 适合 不 定 方 程 
x + y= 2 
的 正 整 数 解 。 
《119) 证 明 x4 +4 入 = 呈 无 下 整数 解 。 
《120) 证 明 不 定 方 程 
x 一 3J = ~1 (4 是 正 整 数 ) 
没有 正 整 数 解 。 


1¢8 


练习 解答 


(1) 去 分 母 得 % 一 9 = 3， 于 是 整数 解 的 通 式 为 


x 二 和 9 太 十 9 
{ (天 为 整数 
y= 


当 联 玉宇 1 时 ， 有 无 穷 组 下 整数 解 。 
(2) 小 数 部 分 0,8y 应 为 整数 ， 设 9.8y = 天 41 则 


y= Ki + ‘ 玉 1 为 整数 ) 


xX=102—49Ks, 
景 后 得 通 式 | 《下 ?为 整数 ) 
一 2 


X= 53 区 二 生 
二 组 正 整 数 解 为 { 
二 5 Y=40 
《3) 此 题 243，15 不 是 互 质 的 ， 有 公约 数 8， 但 20 无 此 均 数 ， 所 以 
原 不 定 方程 光 整数 解 。 
x*=14K 一 号 
(4) 通 式 为 { (天 为 整数 ) 
y=5K 


(6) 597 or 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1522 2 十 1+ 和 二 +1+8+]+ 人 + 
Ps 
23 





《6)》 信 为 TE 它 的 前 一 近 数 为 0。 


,314159 


1 
(+ 


WW "的 各 近 数 为 “1 一 3 人 = 名 = 106， pt 353 


C8) 前 一 还 数 为 =。 


1 1 1 


CO» 已 =n+ 豆 + 于 ] 4 a 二 | 顺 数 = 5， 前 一 近 数 所 = 二 册 叫 有 
a-o0—bp=5x1 i144= 1) ={(—1)" 
光一 末 2 下 十 各 
(10) | 《五 为 整 娄 ) 
v= 127K + 2 
(11) 旺 然 下 > 三 68，7 = 二 48， 得 通 式 . 
x 二 5 + 
人 CK 六 整数 ) 
vy 二 BK 十 48 


职 太 = 二 0，1，2，3，4，$5，6， 得 100 以 内 的 七 组 正 整 数 解 为 ， 
{Bs 48), {10, BG), C18, Ba4)}, {20, 72), (25, 80), (30,38» 
(35,96) 
[137 入 2 二 4，87 二 wv 则 tp 为 正 整数。 
解 232 十 470 二 2113 竹 退 式 
(人 





(到 为 整数 ) 
v=23K —8452 
再 按 # 记 0， uv 小 得 
rk =, dg: > 


由 于 4 -= 2” 为 偶数 ;从 通 式 可 知 攻 必 为 订 数 。 又 v= 二 为 3 之 倍数 。 
因此 疙 只 能 是 FM1， 得 #8 二 32， 二 81。 

所 以 忆 方程 在 唯一 于 整数 解 为 (5，4) 

(13) 上 先 将 原 方 程 香 项 药 去 公约 数 2， 得 +3y 二 186。 
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Wish /= 


热 后 解 之 ， 可 知 有 组 正 整 数 解 。 

(0147 二 位 数 为 37。 

(TI5) 有 二 组 解 上 1，7)，(23，8， 人， 的 ， 所 以 这 个 二 倍数 为 17， 
28，39， 三 握 之 一 。 

(16) 设 三 位 数 为 *， 则 8x -7 了 9 =6 《7 为 正 整 将 ) 

解 得 x=7 责 一 12 CK 为 整数 ) 

当 104 近 xx 鹤 109 时 ， 取 只 =17， 得 =107。 

当 201 筷 x 蕊 309 了 肝 ， 间 法 得 x = 205 

共 可 得 11 个 解 为 107，205，3038，401，408，506， 上 01，7D02， 
T08, BOT, 9056 


(17)41- 3 和 4 
35 BB 7 


(18) 设 被 4 除 余 1! 的 工 位 数 海 1 态 + 1 《天 为 正 往 类 )》， 员 有 有 
10 夺 4 上 十 1 寺 100 


1 3 
2 KE 


KK 可取 3 与 3 之 间 的 22 个 下 整数 值 ,得 中 个 咸 靠 莽 纹 娄 的 二 位 娄 。 
于 起 


So 人 = 1910,{ 其 中 gt = 二 18，az2 =97) 


(19) 有 二 种 可 能 ， 一 种 可 能 是 围 种 御 洋 了 4 本 ， 志 种 书 亚 了 98 本， 
男 一 种 可 能 是 买 了 甲 种 书 9 相 ， 乙 种 书 2 本 。 

(20) 大 船 8 只 ， 小 船 4 只 。 

《21) 设 先生 产 乃 种 零件 x 天 ,后 年 产 乙 种 等 体 y jr5y 
大 1882 |4| 388 

1554%x 二 +1887y 一 25974 _ 

从 志 面 驾 转 相 除 的 坚 式 中 我 们 发 现 有 公约 数 ”> 1 3 
111, 可 先 约 去 ， 使 之 简化 。 然 后 解 得 不 定 方程 的 唯 222 .121 111 
一 组 正 整 数 解 《7，8)。 即 生产 甲 种 零件 7 天， 生产 。 ,| 
乙 种 堆 任 89 天。 


了 7 


C22) (I0B+AY-ON0A+ =A + BY 0B+ A) 
解 得 4 二 1,， B=6， AB=16, HA=61， A08 =106。 站 
认为 铬 小 时 5 公里 。 
(28) 开关 29 
《24) 从 第 (2) 式 解 得 ， 
[0 


《天 了 T 为 整数 
一 号 兵 1 十 工作 
为 使 上 和 协 的 通 式 简化 ， 可 以 六 1 二 一 202+ 民 s 代 之 成 
=101 一 3 , 
| { 玉 5 为 整数 》 
v=5Ks: 
所 入 第 41) 式 即 可 得 解 ， 通 式 为 
:w= 10L— 3K 
| 一 5 氏 9 
‘z=BRa+B . 
玫 得 其 他 好 式 ， 鸟 可 志 过 代 拱 化 成 此 式 。 
| 一 号 所 0 
肘 1 推 知 0 二 捧 拉 SS 
DK， 十 上 六 
所 以 雁 有 有 83 组 正 整 数 解 。 
25 
区 一 站 二 一品 
y=7—4K CK 为 囊 数 )》 
2 二 3K 一 2 


其 他 形式 的 通 式 均 可 通过 长 换 变 成 上 式 。 
26) ”将 原 方 程 纺 六 {tly 71271787 式 . 岳 tt) 式 得 
.= 二 一 外 9 —8K: 


(op +59 《下 1 是 整数 ) 
T73 


之 化 。 【下 3 为 整训 ) 
人 
是 二 号 + 13 
[150) 代 关 (3 Er5z=-53a 艇 得 
[em 


( 太 3 光束 数 】 
二 如 位 一 上 5 全 
以 太 3 二 20 二 万民 换 使 之 简 任 ， (天 + 为 整 阁 ) 
人 Ca) 
二 各 乒 ;十 半 《了 ) 


指 条 ? 代 大 得 448 +9w= it 解 之 。 


_ 《天 5 为 整 数 》 
tw = HR 5 ty 


小玉 5 二 -15+ 代 6 代 挽 惧 之 简化 。 (区 ;加 乾 数 ) 
r= 18s 十 57 (9) 
由 (8) 代 太 (C6) 07 证 伐 大 (415) 区 得 通 解 。 
105 兵 一同 
y=70K 8 + 91 
:= 一 后 外 兵 -44 
后 十 有 
各 央 丢 数 都 大 于 零 ， 解 得 后 = 一 1 区 x yz 到 的 唯一 于 整数 和 解 为 
011;:12,9) 
7 最 小 鸭 23。 
{28) 这 个 日 热 炊 最 小 为 27。 
《29) 得 一 竺 里 和 1] 人， 二 和 车 淘 的 3 人 人 ， 三 等 览 的 10 人 。 
(0 役 钱 数 为 让， 则 
| Ti -0 


(xy 为 正 整 数 ) 
i 二 TOY 
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消 兴 记得 77x 一 78 y==50， 


x =1BK #0 
解 之 | ( 尼 为 整数 ) 
-50 


人 六 N= E00K 一 3900 

当 玉 二 1 时 ， 和 二 3106 为 适合 本 题 的 最 少 链 数 。 . 

《31) 仿 “ 百 鸡 书 ”, 可 得 二 给 和 解 。 其 一 为 禾 蛋 10 个 ， 但 看 2 个， 
灼 副 B86 个 。 妇 一 解 为 鹅 蛋 5 个， 幅 货 11 个 ， 鸡 和 蛋 84 个 。 

(32) 设 数 轩 和 NN。 (ta, 了 ;cy 为 正 向 数 )》 


MM=207+1 (1) 
N=6559+2 {2) 
N=7Tc+8 号 
‘N=9d+4 (4) 


及 (27 祖 寺 语 ， 得 3 一 总 =]， 解 之 
1 全 一 口中 | 一 名 
| (KK | 为 整数 ) 
' p= 一 二 

代 人 人 13) 式 ， 束 理 得 10 天 | -Te=f， 解 得 
号 1 一 9 了 下 2 一 二 和 
\ ( 玉 2 整数 3 

=]0K ,1 
代入 (1) 忒 ， 束 再 得 70 玉 -99d 二 127。 解 之 。 


| 0K 008 
《 兵 s 为 莫如 ) 


南开 = B80K 3 +85437 

取 玉 3= 一 56 时， 此 数 所 小 为 157， 

(aa) 共 大 四 组 丰台 数 解 为 入 ;1 18}， (3 1，3)， (2,2,5)s 
1 3, 4) 

(34) 正 蓝 数 解 有 三 组 为 人 22,5) (2,5;3), (2,8,1) 

(835) 接 痢 全 但 六 移 现 得 2x >= 100 -21y， 

证 2x +s= nu 显然 ，v 庆 0， 其 正副 煞 解 的 组 煞 为 


174 


1 4 





由 于 oy < 有 


21 


波及 tt 之 慎 为 ; 





将 tt 值 代 A 入 代 式 得 ， 
2 {L155 +1 +[118—1] +[71+1] +[29-1]} 
= 92 {i } 
印 颜 方程 胡 93 组 下 整数 解 ， 
{BE ee 
= 了 3 (frfas 为 整 情 和 参数， 乒 为 解 题 肝 用 
= 513 + 9a 1 的 中 间 参 数 ) 
(57) 人 T183 一 下 +1n 
(12 六 叉 数 3 
[i to 一 二 | +1w : 
{DD} 二 ts 
Y= Bta-1 (fost3 为 整数 ，f 为 解 其 时 用 
(3839) 隔 弟 一 现 外 务 项 启 为 避 数 ， 压 7x 需 六 侦 数 。 
t= By+102+12w =48 化 简 成 #4y 十 52 十 Biw 二 34 
= By iD0s + er 二 34 
由 于 3 2 就 贡 步 鸭 计 ， 此 阿 引 一 站 一 1 一] 中 一 二 < 站 
可 见 无 正 整 数 解 。 
在 47 +T5z 十 5z 三 24 中， 问 理 可 和 郑 5z 为 偶数 。 


1 了 7 3 


>=3 得 唯一 下 整数 解 9=2， 几 = 1 
丰 本 题 正 整数 解 叭 一 济公 2 上 》 


2 十 误 3 二 区 


(40Y 区 一 如 | + wa “al1+“ 5 一 加 1) 
说 + (4 为 整数 ) 
担 Dx ta Xl 一 $1 二 0 


朗 Wi 二 lay Xs =a, (fy fs 入 拉 )》 


得 tl 二 (2) 


青 设 二 t, (ts 为 束 手 ) 


和 解 出 二 2f4 十 t+2 一 +3 
代 人 (3) 起 得 w= 二 8t4 fp 一 ta 十 1 
及 x 的 值 ， 代 A 人 (3) 式 
各 ww, = 51, + Bt —4f: 

I 


二 in 


所 以 《ia2rtayt 是 整 值 参数 》 


w= £9 : 





,X44 = ta dt + Ste 

41) 设 锌 块 取 x 十 ， 鲍 导 取 y 块 ， 幅 块 取 = 块 。 则 有 
24x +18y +1lz=184 

方程 中 必 项 与 $ 项 的 系数 有 公约 数 8， 睹 今 沅 定 z 之 值 。 


0<z< [1 4 16 上 - 18 
i1 

Hz== 1 2, ae] 马 

对 hd 二 16% 二 178; 1 151]， 41 


其 中 有 约 数 8 的 反 为 96, 此 时 > 
于 是 得 3x +2y =12 解 为 @2,3) 


i176 


所 以 ， 应 取 锌 3 块 ， 钢 3 上 块 ， 色 8 上 块 境 合 ， 得 到 的 合金 中 锋 铜 霸 
的 重 基 比 为 
48:48: 838 = B611, 
{42)} 设 三 种 书 备 买 的 本 数 为 x; x，z。 央 
守 十 DYy 二 站 一 过 7? 


x -9- yz 一 = (1 


设 Et 《1 为 整 煞 ) 二 2 一 3t] 二 


设 z=f。 (fs 为 整数 和解 出 y= 由 二 (2) 


说 = ta (fa 为 整数 ) 得 ti =213 ++t3 


代 人 经 7 得 
六 
y= 3ts 十 了 了 
| 2 二 #2 . 
-5 -St 0D (3) 
正 整 数 解 需 和 {4) 
2 0 (5) 
从 (3)(4) 解 得 -时 <1a<- 一 2 (6) 
ta 7 81s 1, 2 
以 (6) 得 i 5 天 3 本 


又 接 (5) 放 0<fts< [2]= 
于 是 ts=1 按 (6) 式 -二 <<ta<< 取 1 = 0;1 有 x,y;z 的 二 组 正 
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辑 数 解 为 56 1 1771 4，1) 
灵 当 让 一 按 (8) 式 一 全 女人 ta< 到! 二 0 有 有一 组 解 为 (9,2,2) 
当 fz 二 8 一 11s 人 0 无 整数 全 这 ， 此 时 无 正 上 整数 解 。 

吧 1s = 一 1 及 得 一 纠 解 为 2;1,4} 


: 均 天 整数 送 谷 


2 


共 得 本 题 的 到 组 正 紧 数 解 46: 1 1 01 411) 392) (8, 1, 4》 

让 以 天 十 所 未 小 起 买书 式 习 四 种 湛 浴 ， 

[48) 作 分 析 将 一生 了 .4 人 长 邮 料 任 埠 万 中， 己 ， 丙 三 种 长 底 李 区 
少 种 眠 法 列表 ， 








| | | 
未 法 | 用 种 要 多 乙 和 恨 数 | 页 种 根 数 | 剩 笛 















































| 
| 
0 

1 | 0 3 | 0 

| 0 | 3 oo 4 
| | og 
nn 

0 | | 4 | 





可 见 堆 站 (9315)7173587 剩 料 太 委 ， 稻 法 上 4) 较 省 料 。， 担 无 己 种 
逆 料 管 ， 需 考虑 与 截 法 忆 )(09) 措 用。 
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设 用 截 法 {12 53270456 截取 的 碑 类 区 藉 分 别 为 xl1yx2yx3y724 
ep 二 x 十 和 3 三 100 
2 二 100 


| x tw taxs = 100 


|- -， 

贡 了 二 在 届 一 了 ， 

和 解 得 ki 沿 整 数 ) 
| %a 二 有 48 一 上 

.wa 二 了 一 二 4 

取 韭 负 整 散 解 需 10 志 1 志和 拉面 x1 + x2+xy 十 x; = 二 90 为 常数 ， 政 
f 可 攻取 110,40] 辣 的 正 整 儿 ,得 31 组 解 都 只 需要 90 棋 塑 料 管 。 们 为 丁 使 
绽 取 的 次 数 团 少 ,我 们 应 注意 到 截 法 (C102)(4) 都 只 要 截 38 次， 而 截 法 
(6) 要 截 4 次 ;所 以 痉 汉 截 守 {6) 不 用 ,此 时 需 t=10 得 xi = 10, xz = 50， 
X53 二 30;xs 二 0 即 为 省 料 又 省 工时 的 瞩 案 。 

将 10 根 塑料 管 按 截 法 人 1) 惟 取 ， 得 甲 种 塑料 管 30 各 ， 丙 秆 塑料 管 10 
根 ， 将 59 根 逆 料 管 按 截 洁 Cc) 裁 取 ,得 甲 种 看 料 管 50 报 ; 之 种 塑料 管 100 
要， 芭 将 30 棋 塑料 管 按 截 共 (42 巷 取 ， 得 里 种 塑料 管 80 根 ， 两 种 塑料 
官 90 根 ， 共 用 路 料 管 90 根 ， 得 及、 忆 、 丙 办 料 管 100 赛 。 

【 生 47 1 人手 应 所 ， 万 的 六 四 林寺 廊 的 稼 舍 分 别 为 区， 证 
邮 。 二 供 应 A 号 CC， 忆 四 个 地 三 有 向 食 食 分 别 为 y13 ysyy3y4 吨 。 

Xl 证 Yl = 2500 

xa+t ya = 2000 

于 + ys= 000 

二 十 vi = 3300 

wl 十 澡 十 攻 3 二 光一 了 用 人 

i 十 yoT yat ya = tO 
谋 x1 = x2=ia, Xa3=!a 
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wi =f1 

w= ta 

x1=ta 
| x = T7000— Ct +ts+ ta) 
解 得 : 
YL 22500 ~ {1 
: yao=2000— + 

3 二 000 一 了 3 

y= Cf] 二 ts 二 +47 -8500 


几 于 xiyxayxsyx4y3yly3ayjas2s 为 非 负 整 数 ,从 上 列 诸 解 可 得 
OF, S500, OtoEa00, fa 去 3000， 
0 二 十 oz 十 ?5s 夺 7000 
将 上 列 堵 解 代 人 表示 总 吨公里 数 的 式 子 ， 霸 巴 鉴 理 。 
B0x1 十 1D00Ya3 十 90x3 +8Ux4 十 BDI TOY +B0ys + Ty, 
= 920000— 20Ct, +fa) 4 20to 
要 使 此 式 信 最 小 ; 需 t1 + 13 最 大 ;人 最 小 。 压 股 t1 三 2500， ta 二 由 
{ts 二 30 和 行 解 ， 
x =2500, wa=0, xa=000,. x4=]500, yr =0, 
ya=2000, ya=0, ya =2000, 
妈 屎 省 运输 力 的 方案 为 甲 每 年 供应 4 2500 吨 ，C 3000 吨 ，D 5000 
诺 。 己 每 年 必 应 五 2000 吨 , 门 2000 吨 ， 
(45) 说 大 间 供 应 天 津 、 德 县 .石家庄 的 煤 量 分别 为 xi ,x2;*3 吨 ， 
井 隐 供应 上 天津、 德 呈 、 五 家 庄 的 并 显 分 别 为 39153273 本。 
十 wa wa 二 7 
VIty2t Ys=9 
Xi 十 VI 二 名 
Ys 十 Wo 二 久 


1#0 


可 以 解 得 : 


[< 
J 
wa= TC—1ii —t, 
tusf 
js 1 :为 参数 ) 
| 93=8 -12 


“Ya 十 fa 一 名 


有 往 0&1 所。 01 所 8 
t+ fo 和 7. 
运 苇 为 8x1 二 11xo 二 3xa 十 Ty1 趟 4y2+10 ya 
= Cr 二 +2) 十 了 1 ?2 十 名 放 
砍 联 f1 十 12 二 2，#2 一 兴 运 费 厄 低 。 此 时 的 运 边 方案 为 
x1 =2x3 = 0 ws 二 Br y= ls ye 8 y= 0 
即 大 同 的 煤 调运 3 吨 冶 天 津 ，5 号 到 石家庄 。 和 井 降 的 煤 再 运 ! 吨 到 
天 津 ，8 号 到 短 县 。 
(46) 将 105 进 行 质 因数 分 和 解 105=3x5x7。 接 多 股 定型 通 解 。 
当 xy yy z 开 质 时 有 下 列 四 组 解 : 
1 于 x yy 
1 105 105 55123 S51 
3 35 1105 608 617 
5 2] 105 208 288 
了 15 105 88 137 
wy 有 公司 数 太 六 IT 时， 有 下 列 六 组 解 ，! 
KE mn x=Kx v=ky = 


3 5 Tf 105 36 11i1l 
3 TT 工作 100 145 | 
3 5 105 6 119 

la 1 7 105 360 名 

2] 5 1065 也 局 也 273 

39 1 3 103 i140 二 
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td47) 利 甫 匀 幅 定 理 的 推广 式 ， nt 二 2; 得， 
103 +112+12:=182 二 14’ 
C8) 同上 ，n 二 3， 得 21? + 2222 十 293 十 242 二 252 十 262 +272。 


1 ， 75 
49) 7 


二 边 滋 以 14 得 147 = + 全 


所 也 关 为 ?5 的 因 玫 。 罗 页 





(x+ 一 ) 需 为 14 的 倍数 ， 显然 x= 3 或 25 时 适合 题 春 ， 此 时 > 有 正 


理 煞 值 2 与 之 对 永 ， 得 正 整 数 解 二 组 为 3，2)825，2》。 
《502 去 分 母 化 商 成 3 一 个 一 2 区 十 2 


4 
三 革 十 一 -一 
得 y x—l]l 


鼓 x 一 1= 1 或 2 或 4， 共 有 三 组 正 整 数 解 为 (2;69 {9,4) (5;8})。 

《513 原 方 程 为 zxC5 ++5y 十 94z) = 51 

因 踢 沪 质 数 ， 坝 # 一 1，5x +54+3= 一 5L。 推 和 坑 

5y 二 32 一 4 

解 此 一 元 一 次 不 定 方 程 即 得 (4x， yy 2) 的 正 整 数 解 共 三 组 加 (1,8， 
2 C1 5 7) (1, 2,12), 

CB2Ix = 12, y=11. 
村 -1 

5 


turd 


2 





(53) 有 -- 组 正 整 数 解 鸭 (1 ， 


54) 从 Cn 一 2X 二 和 知 ( 一 2) 和 x 都 避 3 的 因数 。 
由 于 术 关 0 ，1 一 到 2 一 上 
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D2, 


了 战 i 一 全 二 十 1 ,2 ,和 ,总 ， 于 起 m=1,3,4,6,10, 


‘55) x—- vy 二 ! XX 一 yy 三 3 和 一 他 二 了 
| 人 
+t yr 二 1 


+ y= 二 区 十 六 三 和 9 


得 三 符 正 整数 甫 632 ,817032,9778，11) 
【号 6 网 (一 交 了 十 的 一 车 人 ，198 站 二 风 式 是 区 王 关 息 X 


圳 tn 一 m0 与 tn 荆 ) 的 可 取信 肪 ,980) C10,198) C18, 0} C22， 


这 里 1980 区 偶数 ， 需 人 oa -- 1m) 与 (rt) 同 为 据 娄 。 


红 后 和 解 得 (Ctr, 的 正 整 数 稻 为 (494,496) C94,104} C46 ,64) {34， 
562 四 组。 
(85727170 大 惕 数 ，x，y 为 间 言 或 周 偶 ， 和 车 问 直 则 xz + y2 有 调 数 上 ， 
而 170=2x85 只 有 因数 2>。 没 有 因数 4， 故 >，y 不 能 同 倡 ， 仅 能 同 奇 。 
设 x 之 yy 以 x 所 [yw 85]==9 的 奇数 试 之 ， 知 < =T 上 时 合 题 ， 得 二 对 


目 锥 致敬 避 ,1t3yClt 77。 


(53) 原 方程 左边 震 式 分 解 成 ，{x 一 9) 一 23) = 3 

Xx 一 y 二 昌 

因 z-y>x-2y 得 | 

一 名 YY 1 

解 之 x=5， y=2。 

《59) 先 恋 换 并 因 蕊 分 解 成 Cx 一 yx+y 一 1= 1 有， 
{Cy -xtxt+ yo 1}=18 

出 xx 六 1 有 2x -1 站 1 

推 得 yx 一 1=ty 一 wy+2x ly-x 


YY 一 x 的 本 取信 为 1,2,3, 对 应 的 x 十 yy 一 1 汶 18; 日 ; 章 可 得 三 组 廊 
程 。 政 后 解 积 正 整 数 和 解 三 组 


(D910 (4.B) 2, 

x*—y=]1 

(60) 若 有 下 整数 解 必 
区 二 


解 得 仁 ，3) 


61 用 代入 法 解 得 xy=7 从 而 得 tyyz 的 四 组 整数 解 为 


1#3 


i ] ， C7, 1 
2) 汪 8 组 骨 注 CC 一 9.0 一 4 3) 了 C93, 一 .1 一 


6 四) 出 书 局 ys y= xx 十 五 位 正 整 数 。 
扩 以 az 守 9 是 位 茹 ， 邮 xz 二 区 
因 x* 雯 0，z 关 0， 于 总 z=1 
按 题 春 在 :ri0nxr 10y tCn0+ 10v+x) 
= 10000x + 1000+100y— 10y+% 
化 剖 成 ”101lxy 二 10x? +90y +10y*= 90 
共和 了 0， 土 臣 下 进 大 于 90， 不 成 江 。 
人 y=0 得 * 二 3 
广 所 求 Cxy 和 yz2) 汐 (8,0,1) 
(6) 没 它 们 的 最 大 公约 数 为 站， 一 数 为 ?人 太 ， 曙 一 数 为 bp 让 (9，8 
是 互 质 的 正 束 数 )， 上 部 未 它们 的 艇 小 公信 和 娄 工 = a8 下 。 
a +hK mm{ 本 《an +) = 67 


校 是 意 { ob 有 
KK 


一 工业 T ”> 总 二 二 已 


因为 667 = 23 X29 


二 轨 二 G87 


所 以 KK = 1 时 | 
sb 1120 


上 让 二 人 20 


立 十 四 二 23 


= 29H| | 
0 一 20 


上 妆 朴 二 人 7 时 ao 上 + 训 =1 显 然 不 成 这 。 

朋 于 a 二 120，C4 二 + 让 语 大 不 空想 过 131， 因 此 第 一 组 方程 也 不 
成 江 。 

从 第 二 组 方程 解 出 一 数 为 115 和 552， 从 第 三 丝 方程 解 出 二 数 为 
2832 利 435， 即 为 本 题 之 解 。 
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(57)》 设 x? 一 6B0= 玉 2《 玉 为 正 整 数 ) 
x+ 同 为 偶数 。 
国 60=2x8x8x5; 同 起 的 二 个 因数 凡 能 十 2,39 或 6,10。 
x 二 2 
* 十 五 二 30 x+ 直 =10 
分 别 解 得 xt 二 46，xs 三 8 出 为 所 求 。 


一 下 一 上 


于 是 人 或 


1 .1 
_ 一 一 但 十 
- (人 


6) /97 尘 必 十 i 4 


了 
] 基 二 
《67) 因 m? +2<m: +2m+1= Cmt1i 才 lv ni+2]= me, 


结果 Vnrre=m+{(1 1) 


Ee 二 艺 了 有 


TY 
69 Ww 有 =7+( 了 -十 + 二) 


《7T0) 因 计 = 了 2 十 3 页 按 狂 当 弟 467》 拥 得 


51 7T07 4 中 
so 三 了 了 ， 和 三 一 由 二 < 二 
7 00 + ?700 
人 t d= 14x700 +99=9899 
二 8 与 5 的 谋 共 小 下 二 = < 
I 了 5] | 持 蒜 莽 |] 9.9 oo 700 ~ 000 和 


1 Ea = 一 -一 一 | 
所 以 V1 人 414 硝 确 度 已 相 过 万 分 之 ~-。 


pa A L 尝 1- _i - -.—. _i ..—. 1 
六 陪 、 1 #4 下 Ea: 于 ys TO0 x QBGU 二 5000000 


- 1 #3 


于 是 w 豆 一生 加 se7。 td414285。 考 虑 到 84 可 ， 实 际 上 误 全 


各 汶 千古 分 之 一 。 


= 


71) V3=1+( 二 服 (p22) Chroma) Cpargey 


Cpar9e) 四 组 正 整 数 解 加 (3,1》 (C7,47) 《26,15) 《93 66》 。 
| _ 
(CT2) 6 =2+ (1 二) 也 Chasgzay Cpard4) (Pas9u? 得 二 


组 下 整 烙 解 为 《5 的 《49,207 (485,198) 。 
78)》 wo+[+ 1 1 1 pa) 《psias) 
7 = 十 二 十 1 十 4 3 一 Pr4sdd Perds 
神 抽 合 原 方程 的 止 粮 数 对 为 (3,3} {127,48》， 
) 1 1 1 1 s4 取 人 ， 
(了 蝇 ww 了 TD 二 和 十 | 1+7 了 +y+ 后 SS 一 二 Pasq4) | 
《30,9) 出 合 是。 


1 1 1 1 fs : - 
C76) 9 二 启 + 二 十 二 十 ] 十 旬 ,1) 二 5 如 调戏 ， 需 颖 


Chas'q2s) J (prorgro), 得 满足 方程 的 一 丝 正 琉 数 和 解 为 ; 
CGB01, 18207) 


C786) wii=8+ (1). :=1 取 奇 数 “和 严 呈 ”的 过 数 ， 即 《pi 


gCpa 03) (ps 9s) 得 三 组 正 整 数 解 (3,13(117,37), <4443, 13932。 


] 


1 1 1 
+ 二 5 二 1 + 


1 | 
CTT) T= :8+ (I + 6) 5 二 7 囊 职 (py 


97】 得 小 足 方程 的 正 整 数 对 《1068,125), 若 去 取 第 二 符 正 整数 对 ， ts 
应 为 21， 二 各 ipa1; 941》 。 

C78) 着 x2 一 By* = 一 1 有 正 整 数 解 ， 则 <x 必 为 奇数 。 

将 方程 变形 为 x? +1= 8.»? 


18€ 


由 于 奇数 平方 被 8 除 余数 是 1 ， 左 边 x? + 1 被 8 除 就 余 2 了 ,右边 
8%? 纶 锌 8 整除 ， 故 等 式 堪 石 二 这 耳 盏 。 

所 以 x? ~8y2= 一 [无 正 整 煞 解 ， 同 样 无 负 整 狐 解 。 

这 光 方 称 区 无需 解 ， 总 之 x2 py = 一 1 无力 数 解 。 

(C79) 设 大 正方 形 内 有 关 个 小 方 格 ， 小 正方 形 内 有 六 个 小 方 阁 。 

按 题 意 x2 一 ll1y?=1 


~ i 1 
解 之 wTI= 3 + 3 小 5 一 3， 


取 《和 sg》 Chargay "得 C10, 8 {199,60) sn 

蜡 然 看 题 的 是 第 一 对 ， 其 全 的 正 整 数 对 艇 月 太志 与 实际 在 祥 。 所 
以 小 胃 所 摘 的 天 正方 形 内 有 有 1900 个 小 方 描 ,小 正方 形 内 有 皇 个 小 方 格 。 

(80) 设 总 人 数 为 x? ~- 贡 ， 大 方 阵 人 数 为 x3， 小 方 阵 人 数 为 y2。 

出 有 xx2 一 1=15y2， 有 即 x2 一 1T5y2xs=1 


_ 了 1 
解 之 Vi5=3+(+ ,二 ) 5 二 凶 


取 【pa yd parga}y Chesr go 

得 (C4, C19, GCO1, DY z 

对 应 的 总 人 数 汶 15,360,8280." 

市 一 和 丝 党 案 仅 15 大 数目 太 少 ， 第 三 组 以 上 的 管 案 估 数 芭 太 多 ， 都 
不 符合 理 晶 实际。 所 以 沉 二 组 人 党 案 罗 六 合 送 ， 总 人 人 数 为 360 人 人 。 

B17Y >t+w17Y=188+ By 7)" tn 是 正 整 数 ) 

(B2) x+ 88y= 土 (3+ WBD”(n 局 雅 数 ) 

最 帆 的 儿 个 解 x=9， 有 二 组 售 等 解 C11,0) (一 1,0) ， 

nn 二 士 !， 有 西 组 葡 歼 解 (8,1) 《一 8 一 1) (81 一 (一 5, 1)。 

7 二 填 2， 布 四 竹 整 数 解 【〔187，16) (一 127, 一 ]86Y C127, 一 16》 
CC-127,168) 。 

C83) x+ /EBY= 二 (B912w 人 EB)" Cn 是 束 粕 )。 

(B84 OO mm mnt 1 

+ +H 个 是 先例 平方 数 。 
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和 1 1 
W m2 +m = m+) fT 


取 Ga 一 ~ 一 得 最 小 角 (27 + 1, 27. 





整 表 解 为 x+ m2+my》= 土 (31m 二 1 BV m+ rm 
Cn 是 整数 )、 

(85) ww 67 化 连 分 数 ，《 一 TOC4=9 合 题 ， 六 = 得 工整 
数 解 【131,163 。 

(86》  v“38 化 连 分 数 


种 忆 1 二 忆 3 = 二 2 坊 合 期 
二 下 吾 数 对 为 《6,13 {4f0,78Y 。 











了 1 严 ww ] 呈 十 a 1 
‘ vw 13 本 | 4 了 Ka? 
v 13+ 1 ] ww 13+ 2 1 
Rl: 一 十 Ka= =11 
| 时 所 人 总 本， 
Ww 18 十 ] — 1 
Ki3+1l + 1 Ks is+3-6+ .1, 
二 so: 中 ww 13 Ks 


二 夺 ，5 二 5， 这 和 果 Cs = 8 “番号 ”为 情 数 ， 不 从。 而 3 二 吕 
“和 涝 写 ” 为 痛 数 ， 人 各 冉 。 

页 第 一 组 正 整数 解 《xyy)? 为 《7， 2) 。 

吏 因 < 为 次 妾 ， 拓 以 Crs= 研 Catis=1a 均 侣 题 , 国 此 第 二 、 
水 二 对 正 整 数 解 《prgn) 的 “ 香 号 ”mn 应 取 了 和 13。 

C309) x+w37y 一 十 (151+30wA57rynofS 土 57 是 糙 教 ) 

评 初 几 组 稻 为 《 士 8, 七 1) 士 68, 士 9) (十 2848, 土 511》，。 

(C90) wt 3dy=B 土 (85 二 6 S42 C6 士 w 84)o 《#1 癸 营 数 ) 


C1 x tv gy T+tA 10) "(dv 18), (7 是 整数 》 
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(92) 座 一 只 大 包装 箱 能 装 货物 xz 件 ,小 包装 第 能 装 货 物 yz 件 。 
风 x= 一 吕 wa ~—2, Hx 一 3 二 一 了 

解 得 *+w ww 一 土 (2+w 3) 人 土 v 5 (nn 是 整数 ) 

其 最 初 的 几 组 环 回 数 解 妈 CI,1) 【3 87 C19,11) 和 

与 此 对 应 的 装 货 粕 Cx? 43) 六 ,1) (25,9) (3861,121 + 
各 一 组 价 次 避 热 不 符合 。 第 三 组 管 案 的 尾数 赴 利 于 按 薪 统计 货物 


的 件数 ， 因 此 这 种 包皮 伺 锌 全 实际 情况 。 些 后 的 管 案 太 类 不 取 。 所 以 
比较 符合 实际 的 是 党 二 组 党 案 ， 则 大 息 疙 着 每 只 装 筑 35 件 ， 小 包 六 箱 
为 9 件 。 


块 。 


(85 设 坊 各 成 去 正 旋 形 要 用 x 块 , 科 合 成 一 个 小 正 上 拱 要 用 


1 
解 得 w + ww 说 y= 土 好 Ta "C8 士 w 15)。(# 是 驼 数 ) 


它 的 到 初 儿 组 下 整数 解 为 3,17 045,13) 

第 一 组 显然 和 不合 ， 氏 园 台 题 的 显然 是 第 二 组 解 =45， 

逆 料 执 的 数目 x2 +3=2028， 独 日 簿 大 胺 合 不 易 。 

(9 必 以 y=1，2，3*10 代 入 方程 计算 792 一 7y? 的 值 。 其 中 为 完 


太平 方 数 者 仅 y 二 8，9 肝 x 三 名 ;18， 压 连 数 和解 加 (8,237}(8, 一 297) 
一 叶 ， 品 Y 【一 各 —271(09,15) {Os —1)~9,15(—9, -=165)。 


(oN Ee = xivu= y* 


二 5K 289 

解 9t + Sr 二 229 往 | [KK 为 整数 
J 二 作 民 十 588 

下 贞 数 解 贡 一 0 于 < 上 < 一 一 


职 民 = 一 B99 一 S88 “+— G4。 

其 中 #4， 六 完全 平方 数 的 是 玉 = 一 后 此 时 # 二 16，U = 25。 

故 原 方程 的 殖 数 和 解 有 了 四 组 汶 (4,5)04 ,一 全 CC 一 4, 了 (一 4 一)。 
(C99) 方程 (1) 的 吉 数 解 汶 x 十 wb y= 土 (8+9wA 3)" tn 为 壹 数 ) 


方程 (2) 的 整数 解 为 Xo y= 土 (8+3v oY (i 十 2 )。 
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i 为 整数 ) 
方程 (8) 因 2.>A 2 先 求 进 当 于 二 2 上 2 的 整数 六 下 


ee | 二 -1 


本 ,/ 
访 得 上 = 一 1，!1=0， 新 方程 沪 x? 一 人 2 一 一 
所 以 x? -2y2 =2 的 整数 解 为 ， 
x y= 二 t= 二 (9 
+ 2 5) 2。 《为 整数 ) 
方 姐 导 ) 和 抱 整数 解 。 从 x2 = 2y? 知 x 为 偶数 ，x? 有 朵 数 4， 于 是 


y?= 和 有 因数 2， 因 此 3 也 是 偶数 。 


设 正 整数 对 《x+r，y1y 满足 方程 ， 则 x1 v1 必 同 为 情 数 ， 约 去 因 
数 2 得 正 整 数 对 frzyya) 必 仍 满足 原 方程 ， 则 仍 陈 为 偶数 ， 青 约 去 2 
得 {xa，y37 仿 滑 足 愿 方程 ， 括 协同 汶 偶 数 ， 继 续 约 下 二 到 最 后 (xn， 
yn: 至 少 有 一 个 为 并 疾 ， 得 Cxn my) 仿 汶 原 方 程 的 解 ， Hx2=2 vy’ 
二 边区 去 几 个 3, 等 臣 仍 然 戌 立 ， 按 前 曾 分 析 x,，y: 间 岗 ,， 于 是 忒 盾 。 
也 坏 居 原 方程 没有 正 整 妆 解 ， 也 就 没有 整数 和 解 。 

(97) 求 得 适合 六 三 389 十 102 的 整数 为 = 一 8，!= 3 新 方程 为 
xz-89y2= 一 3 ， 竖 装 解 为 ; 

x+yv 89y= 土 (254+4 vw 30)" (6 士 39) 
故 原 方 可 的 接 数 解 为 ， 
x+ B97 二 土 (25 +4 3097” (6 土 vw 99 "(3 土 w39}) /3 


《3 是 整数 ) 
M+ B+ wa /ST19+ 8 0 和 ~ (+ v9) 


‘IA B= 7+ vB 


推 知 二 8 士 w 89)' 人 土 w 39) 3= 土 (19 土 9 B89) 或 土 (7 土 
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tg)。 
所 以 原 方 积 的 整 元 解 为 : 
Y+wA3g9y= 土 人 25+ 4 539)" 119 士 8v“39) 


或 十 25 二 4 397” of7 十 ww 839) 

但 (25 + 4 B80) C10 ~ 3 39) =7 + 1 89 
25+ 4 9897" (7 39 = 19+ 3 39 

一 式 开 由 上 S 合 。 


人 有 职 寺 V309 三 士 (26 十 4A89) ”07 土 和 83807。 是 整数 ) 
(98) 求 得 适合 让 二 30+65 的 总数 #4= -5，{0， 新 方程 为 x* 


~ 30y* 一 一 5， 整数 解 为 ; 


x 十 17A809 一 二 (11A30)m 5 十 yy 303 《〈《? 是 整数 ) 


厌 方 程 的 整数 艇 为 : 
Xi 十 47A 抽 = 十 11 十 2 30" 人士 W 302 1730 5 


= 土 (I1 +21 380) "(6 二 3 


但 二 式 囊 相 包 含 ，(4 二 114-31RD =11 二 24 人 6 而 尾 
+ 11357 Cil -2116) =14+3115 


套 令 取 划 一 为 x + 15y= 土 (4+ yi15)"*Ci 土 2y 65) 《rn 是 整 


Wr ) 
(CiO2IT x — OBx YOY NI By}=0 
_ x= Or x 二 Bt 
得 通 解 | 或 { 人 为 整 数 ) 
?= 了 二 


tl108) 因 式 分 解 成 (3ax +By 一 7) (5x+7y 一 1090) = 
得 正 整 数 解 (1:22(13,5)56,10) 。 
C04) 原 方 召 可 分 解 契 (x 一 4vY+17)(8x+y 一 27=0 


x 二 11 x 二 


得 玮 数 解 { 利 (人 《1 为 整数 》 


Y=? 


me 


站 
必 商 根 扫 内 的 式 子 成 8 一 32 TI 
坊 一 x2 十 17= 二 202 则 y= 二 x 土 y 
太 x2 +2u2 = 17 试 得 = 二 2 压 | 有 : 


(105》 v= XV 16x*—24x? +196 


( CC 
=1,5 yy 二 ~11—5 


一 100(9y2 +18y 一 8607 一 
(106) x = ~ 10 tl8y 8607 = 十 EET 





令 一 y 一 2y+40=t2 则 % 一 二 型 C1) 


入 3 +23 40 二 910 得 ?一 一 1 十 AH 谋 一 本 


信 41 -22 三 52 则 wy= 一 1 士 Y {oy 
从 (107 式 知 #4 为 5 的 倍数 ， 试 得 二 于 w?=41 的 唯一 解 
MH 二 5， mM 一生 


得 回 数 解 (3,3913, 一 可 HH( 一 9,3)( 一 3, 一 了 DD。 
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{1DTY x = a 


di 


全 一 
入 一 了 42 十 33 +1 = 24， Wx = > 二 3 C1 


11 十 1128 一 了 2 


Ty yl 十 二 0 但 和 二 7 , 
令 138 -Ti 二 wv2， 则 ?一 ca 


从 z22 +? 128 试 得 (ug 的 三 组 正 整数 和 解 1117529 10) 寺 4 
代 A 和 (1) 中式 共 得 整数 解 六 组 汶 ;: 
CTONCI2 ON CO SICI1 ICE, T1383, Ts 

《i408) 布 二 组 整数 解 为 56,57， C231) 


xi +3x ~ 1 
和 二 
全 > Bx 十 多 
7 


PT 
x 十 电 





2 y= 40x 二 下 [一 


赦 (5 和 十 2 或 = 二 可 为 土 1 尘土 4, 土 8, 土 16s 填 17, 士 84， 


0B, 十 136, 十 272。 


2 
1 一 -2 
而 号 基 十 二 





-5(5y 一 2x)7 为 5 之 倍 北 ， 





因 尼 二 {4 + IG, —84, + 1366 


子 是 得 相应 的 如 各 税 数 解 为 一 14; 一 5 人 3 一 2 1)C0， 一 5)，。 


110) x= 《4y -DF VN -4y+1) 
8 


了 _ 
入 -4 二 Sux = > 1 


一 科 
及 = (2) 


电热 4 殿 能 为 奇数 。 设 w=3 玉 一 1 (下 为 自然 数 ) 
代入 [21 程 v= -5K2+5K 一 


再 代入 (1) 得 “=5K -sse (这 里 玉民 为 偶数 )。 


或 x= 二 8 (这 里 扩 谐 为 奇数 得 原 方程 穆 数 解 的 通 式 


是 | 
x=5K -2 -St 
{ 2 ( 玉 是 个 数 ) 
y= “5K?+iKR 一 
和 — K+:+1 
| 2 《 攻 是 坷 数 ) 
y= —5K:+5K -1 


C111) ”类 分 母 解 因 x= 对 一 了 直人 9 一 172y+64 
芝 





仿 y2 一 172y+8 和 2 一 u2 草 x 一 4 (1) 


并 解 册 y=86 十 ”840 十 za2 
340 + 2 二 2 训 y =86 土 vw ‘2 
Bd v2 -二 Cut yu-n) 
推 知 w，v 同 夷 偶 ， 且 w+ wu 一 
避 十 上 W 二 久生 
于 二 BXT 本 是 | 得 0 二 223, w= 12。 
i= 10 
哉 方 寻 有 外 给 整数 解 为 (4; G4)(16, 64)( 一 6; 10827 (一 19, 108》 
(112) y=2x -1+tYy Bri+adxtB 
令 6x2 十 24% 十 94 三 如 2 出 yy =2x 一 1 土 4 (1) 
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x I 
| 
愉 一 10 上 + = 昌 r2 则 = 一 这 士 o (C2) 
从 5 一 6 二 10 C3) 
更 求 送 浊 让 =6+104 的 过 数 =1，1=4 
素 [ 方 程 为 2 一 Bu? = 1 
整数 解 汶 ui A 6v1= 土 (5 + 有 
下 方程 (8 的 束 数 解 为 TABm= 圭 65+3417 6}"td 寺 7 8 ) 
从 X10 得 土 u = vw 一 2x 十 1 从 (2) 捍 士 U= x+2 
代入 上 式 即 为 原 方程 整数 解 的 通 式 : 
《4 xt+1l}+ty Bex+2) 
= 十 《5 十 2 和) +*(d 寺 1 6 ) 


fT1587 x = 43 士 5CY2 一 4y》 
号 


息 2 一 4 二 人 uw2, 则 *= 1) 
六 y=2 寺 yy 4 Bu 

对 4 二 5 二 zw23 则 二 中 十 Ce) 
了 U2 一 5 二 和 CH) 


会 得 十 合 站 二 $+4 的 Hi 二 一 1，1 二 1。 
新 广 程 u? 一 Bui = 一 1 的 整数 和 解 为 ， 
oF Eu td 二), 


砍 坊 程 (8) 的 整数 解 莓 w + St 二 土 (9+417 Ee (8+ EY 
rl 土 5 ) 漳 化 并 联 十 LB i 二 十 9+ 6 (8 土 ] 5) 





夺 (1){2) 解 得 土 # 二 一 -和 二 y=y -3 代入 得 ， 
By 一 2 二 Hax ytd I) (Bt GY 
(114》 消 去 z 得 x3 xy + v2 一 28Cx 十 y) +159=0 
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ee ee 一 


. 世 一 
v23+4v ~ 107= 4 则 x = 盖 一 之 二 全 ‘1? 


23d Vy 208 — Sn? 
解 出 = + 230 


人 2208 -Bu2=02 My = C2 


从 pz 上 8 =206 得 正 整 狐 解 Co tt 为 [4 2 C10, 0 (C4, Ba 

信人 C1) (四 各 x yz 的 式 组 正 准 数 解 为 ， 

C9,8,11)C11,8, 9 C8,11, 9 (C9, 11, 3878,9,11}C11, 9, 8) 

C115) 让 求 很 公式 得 方程 的 根 为 x 二 -So 土 WW2502 一 55 十 全 

根 与 内 的 式 子 为 5t5a75 一 了 ) 土 8， 是 5 区 说 狗 土 383。 因此 ， 它 的 末 
位 数 只 可 能 是 2，8,7，8， 而 完全 平方 数 的 未 位 数字 需 为 0 ,1 .4， 
;6,9 之 一 鼓 25 咏 一 55 士 3 不 是 穹 全 平方 数 ， 原 方程 无 回 获 要， 

(118》 设 有 里 种 质 物 的 单价 为 x 分 ; 忆 种 货物 的 单价 为 py 分 ， 顾客 买 
的 之 种 沉 物 汐 z 件 ， 收 题 意 有 : 


区 十 二 172 C2} 
(得 Y= 1323— wx (3) 
代入 (2) 解 屿 z: 

pr 
。 = SY 2 1 + 4956 = 9 C4) 


这 里 #2 二 2 一 172x 二 49356 

= 63ND + yw? = 8+ {5} 
之 图? = $8040 于 J FI] Cr 十 J 一 uy 一 名 从 4 位 。 
x 加 货物 单价 避 小 于 总 价 即 0 = 386 土 0 之 132， 


得 6 
设 V +t#= 9 v5 二 5b， 则 #, 上 4 同 奇 侦 生 a 站 8， 


Fh 


国 3040 二 25 X5X19， 60, 四 阁 同 为 偶数 ， 

It X22=172， 测 I19Xx Rx23=19302>172, 

惧 因 数 15 和 5 不 能 同时 包含 在 s 或 b 员 ， 上 内 能 分 别 在 在 于 o 或 中， 
人 就 是 因数 38 和 10 分 别 包含 在 e 或 5 中 ， 剩 下 23 因 数 分 配 在 a, 6 中 ， 且 
悚 2 六 BB。 可 得 二 种 情 灌 ， 01 二 7， 内 7 二，90 二 B00， 认 os 寺 3 才 肥 适 
台 o+5c<T72， 于 是 Cryuy 和 有 二 组 解 C18,587(21 ,59? 。 

第 一 组 值 代 人 人 (55547037 得 正 整 数 解 xywyz) 为 (38,48,， 337。 第 二 
组 值 代入 无 整数 解 。 

总 之 中 种 货物 单价 8 角 8 分 ， 乙 种 货物 单价 和 第 8 分 ， 天 且 客 浆 了 
件 甲 种 货 牧 ， 8 件 忆 种 货物 。 

《117) 设 此 大 令 年 x 穴 生 于 Jy 月 z 日 ， 按 题 意 有 : 

xyz1978 

分 和 解 1978 二 2 x23 X48， 由 于 月 份 束 yY 记 12， 胡 内 能 是 v=， 

区 因 日 数 z 气 31， 只 朋 z 2383, 因此 x = 43, 

所 碎 那 大 寺 年 43 风 ， 生 日 导 2 月 23 日 。 

C118》 按 第 记 节 “无 零 负 脸 ” 可 知 47 +33 二 52 得 一 组 并 整数 解 为 
(2 ,9,5), 

甘于 通 式 ! 

1? 若 x 鸭 订 数 ，? 为 情 数 ， 按 第 九 世 “无 冤 勾 站” 有 


Xi 二 hn 


y =- (m,n 是 互 半 奇数 ， 且 mm 二) 





则 | 得;,n 务 自 为 完全 平 汶 数 。 
邻 设 加 = 二 2 ，n 二 得 正 上 整数 和解 为: 
:二 Db 
4 


= = 全 (ae ,是 互 质 奇 数 ， 且 a< 民 加 ) 
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2* 若 x 为 全 歼 ，y 为 奇数 。 
仍 按 第 九 节 “无 零 怀 股 ” 有 : 
”= 
{ y=b2-ao2 {a,b 是 并 质 的 一 表 一 侦 的 正 束 数 ， 且 4 之 8) 
x} =hb: 十 已 过 
由 ob 二 数 中 人 国 若 曼 为 sc2 形 ， 对 者 凯 为 d5 形 。 于 是 
‘x2 
让 整数 毅 为 y= jj2c3 一 9?| (c,d 嘴 丘 村 的 正 政 数 ， 且 了 为 奇数 )。 
e+ 


《119) 党 原 占 程 有 正 整 数 和 解 ， 设 zo 为 于 和 绥 小 和解 ， 即 有 正和 回 数 解 
(xnoyyoyz0》， 按 (xi +(2y022 = sgs0 为 坷 数 )， 有 : 


xi=02—b2 
区 =2eb (tay 是 互 质 的 一 敬一 博 的 下 整 娄 ， 生 4>5) 


同 说 上 全 5? 此 处 = 奇偶 。 
由 ?2=o5y 设 c=mmi， 记 = 埋 【 这 里 mr 奇 a 偶 且 mr<ml?， 则 xs 
二 pm 一 3 ,于 是 有 1 
wo d? 
n}=2cd ‘这 里 c,d 是 互 质 的 一 疝 一 俩 的 正比 数 ， 且 
ni 二 cec2+ dd! di) 


过 


芒 e 为 偶数 ， 设 = 2e， WW {a1 ) ed, 


设 e= m2,d= nm; 代 大 m7] = 二 co2 + 得 mi 二 443 十 2， 即 得 到 了 原 

方程 的 六 一 组 正 击 数 秘 为 tnz, mz ,m7 且 ， 
mm = dr 2 

过 与 原 设 z6 为 恨 小 解 巴 且 。 

车 a 为 提 雪 ， 结 兴 同 样 闻 上 朱 。 

所 以 不 方 种 x+ +4»w*=z!: 雹 正 整 数 解 。 

C120) 还 昌 x3 一 8y*= 一 14 浴 有 并 数 解 。 

将 原 广 各 谈 上 后 ，x? 二 1 二 397 由 3y 为 8 的 代数 ， 
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证 1"x=83 本 , 隆 时 x+1 不 是 8 的 殿 数 ， 丰 合 。 
2 +1，%2+1 究 3 除 父 2, 不 是 8 
的 倍 歼 ， 不 合 。 
3"x= 3K +2 x2=9K2+12K +4，n?++1 被 3 除 作 53, 不 合 。 
故 原 方程 无 整数 解 。 
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